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. و ھای فا تواز ه نا و ھای ما را

رتعلی(ع) شات ما از

ی



: م قد

م، درم،ما
م وا مو ا

دو



دا نام
الْخالق. ر یشْ لَم الْمخلوق ر یشْ لَم من و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علم پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود.

�کنم. م زاری سپاس

و یدا واد مخا و مدا
۱۳۹۷
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٢٢ صفحات: تعداد ١٣٩٧ : التحصیل فارغ تاریخ ریاض علوم ده دانش

آفین، قوس پارامترطول هم�آفین، ساختارهای هم�آفین، برداری میدان�های آفین، متر واژه�ها: کلید
آفین. غوطه�وری آماری، خمینه�های آفین، خم�های

یده چ

هندسه که متری دیدگاه از ی داد. قرار بررس مورد �توان م دیدگاه دو از را دیفرانسیل هندسه
�شود. م نامیده آفین هندسه که متر بدون دیدگاه از ری دی و �شود م نامیده ریمان شبه و ریمان

آفین(هم�آفین) دیدگاه از و کرده متریخارج دیدگاه از را برداری میدان�های تا کرده�ایم سع رساله این در
نمونه عنوان به است. برخوردار زیادی اهمیت از دیفرانسیل هندسه در توازی مفهوم بپردازیم. آن به
یعن است، موازی سویتا لووی ارتباط به نسبت که است متر تانسور مطالعه هندسه(شبه)ریمان

هندسـه در موازی حجم عنصر �باشد. م موازی حجم عنصر مطالعه رساله این از هدف .∇g = ۰

مورد این در زیادی دانان ریاضـ اخـیـر سالهـای در و اسـت خوردار بر زیادی اهمیت از دیفرانسیـل
قوس طول پارامتر مفهوم رساله این در پرداخته�اند. مطالعه و تحقیق به ؟] ،٨ ،١ ؟، [؟، مراجع در
و �نامیم م قوس�آفین طول پارامتر را آن و داده تعمیم آفین(هم�آفین)، هندسه به را ریمان هندسه در
را آن خواص و کرده تعریف را برداری میدان ی جهت در هم�آفین برداری میدان مفهوم همچنین

�کنیم. م بررس
دو، فصل در که �باشد م غوطه�وری مفهوم �شود، م بررس دیفرانسیل هندسه در که بعدی مفهوم [؟]



هم�آفین شرط اعمال با و داده قرار بررس مورد را اقلیدس غوطه�وری نام به خاص غوطه�وری ی
�کنیم. م کلاس�بندی را آن ، ریچ تانسور لفه مؤ بودن ثابت شرط و آن مولد برای
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مقدمـه

ریمان هندسه که متری دیدگاه از ی داد قرار بررس مورد �توان م دیدگاه دو از را دیفرانسیل هندسه

هندسه در �شود. م نامیده آفین هندسه که متر بدون دیدگاه از ری دی و �شود م نامیده ریمان شبه و

سرعت، ها، خم طول گیری اندازه قبیل از زیادی کارهای �توان م متر تانسور وجود خاطر به ریمان

داد. انجام را ... و حجم مساحت، شتاب،

و آفین دیدگاه دو از که �باشد م دیفرانسیل هندسه در مفاهیم مهمترین از ی برداری میدان�های

دیدگاه از بیشتر برداری میدان�های [٢ ؟، ؟، ؟، [؟، مراجع در که قرارداد مطالعه مورد �توان م متری

آفین دیدگاه از بیشتر برداری میدان�های [۴ ؟، ،٣ ؟، [؟، مراجع در و گرفته�اند قرار بررس مورد متری

خارج متری دیدگاه از را برداری میدان�های تا کرده�ایم سع رساله این در گرفته�اند. قرار مطالعه مورد

که است g متر مطالعه ریمان هندسه که �دانیم م پردازیم. به آن به (هم�آفین) آفین دیدگاه از و کرده

ω حجم فرم متری چنین از نامند. سویتا لووی ارتباط را، آن که باشد موازی ∇ ارتباط به نسبت

هندسه در ما .∇ω = ۰ یعن است، موازی سویتا لووی ارتباط به نسبت که آورد بدست �توان م را

�کنیم م حذف را متر بودن موازی شرط برداری میدان�های و ها خم مطالعه برای آفین دیفرانسیل

از دیفرانسیـل هندسـه در موازی حجم عنصر �کنیم. م حفظ را حجم عنصر بودن موازی شرط اما

P. ، Zhang J. مانـنـد زیادی دانان ریاضـ اخـیـر سالهـای در و اسـت خوردار بر زیادی اهمیت

[١ ؟، ،٨ ؟، ؟، [؟، مراجع در مورد این در Kurosu S. و Matruzoe H. ، S.Amari ، Gilkey

است قوس طول پذیر دیفرانسیل خم ی پارامتر ریمان هندسه در پرداخته�اند. مطالعه و تحقیق به

است عمود شتاب بردار بر ( (مماس سرعت بردار حالت این در باشد واحد مماس بردار طول هرگاه

در چون �باشد. م خم انحناء همان شتاب و سرعت بردار بوسیله شده یل تش مستطیل مساحت و

٢



٣ مقدمه

فرم وجود علت به اما تعریفکرد را قوس طول پارامتر �توان نم ندارد وجود طول مفهوم آفین هندسه

قوس طول پارامتر که صورت بدین کرد، تعریف را آفین قوس طول مفهوم �توان م موازی حجم

و سرعت بردار توسط شده تولید الاضلاع متوازی مساحت هرگاه گویند آفین قوس طول پارامتر را

بعد). دو باشد(در ی برابر شتاب

آفین قوس طول پارامتر را آن پارامتر باشد پذیر دیفرانسیل خم x : I → Rn اگر بعدی n حالت در

ها خم به را آن و کرده استفاده مفهوم این از رساله این در ما .|x′ x′′ · · · x(n)| = ۱ هرگاه گویند

اگر که صورت این به �دهیم. م گسترش آفین هم ساختار با خمینه�های روی برداری میدان�های و

جهت در آفین هم برداری میدان ی را Y برداری میدان باشد، آفین هم ساختار ی (M,∇, ω)

را x : I → M خم پارامتر .ω(Y,∇XY,∇۲
XY, · · · ,∇n−۱

X Y ) = ۱ هرگاه گوییم X برداری میدان

همان سرانجام باشد. x خم امتداد در هم�آفین برداری میدان x′ هرگاه گویند، آفین قوس طول پارامتر

براساس را برداری میدان�های کرده تعریف را مفهوم شد خواهد بررس تفصیل به ٣ فصل در طورکه

�شود م حاصل زیر قضیه آن از که �کنیم م بندی کلاس آن

هندسه که متری دیدگاه از ی داد قرار بررس مورد �توان م دیدگاه دو از را دیفرانسیل هندسه

. و �شود م نامیده ریمان شبه و ریمان

دیفرانسیل�پذیر خم α : I → M و بعدی دو هم�آفین ساختار ی (M,∇, ω) کنید فرض قضیه.

با Y برداری میدان هر آنگاه ω(v۰, w۰) = ۱ با α(۰) = p در بردارهای w۰, v۰ و باشد M روی

. بود خواهد زیر صورت به ثابت، K(Y ) = k

Y۱(t) = tV (t) +W (t), k = ۰,

Y۲(t) = cos(
√
k t)V (t) +

sin(
√
k t)√
k

W (t), k > ۰,

Y۳(t) = cosh(
√
−k t)V (t) +

sinh(
√
−k t)√

−k
W (t), k < ۰.

بعدی مفهوم �باشند. م α خم امتداد در w۰, v۰ بردارهای Wانتقال�موازی (t), V (t)بترتیب آن در که

غوطه�وری ی دو فصل در که است غوطه�وری مفهوم �شود، م بررس دیفرانسیل هندسه در که

و آن مولد برای هم�آفین شرط اعمال با و داده قرار بررس مورد را اقلیدس غوطه�وری نام به خاص

�کنیم. م بندی کلاس را آن ریچ تانسور لفه مؤ بودن ثابت شرط



۴ مقدمه

است: شده تهیه زیر عناوین با مقاله دو رساله این از

1. Equi-affine vector field on manifold with equi-affine structure. Int. J. Con-
temp. Math. Sci.,2(13-16):793-801, 2007. MR2355854, Zbl 1134.53005,
http://www.m-hikari.com/ijcms-password2007/13-16-2007/toomanianIJCMS13-
16-2007.pdf.

2. Blaschke structure for a spacial affine immersion. Journal of Contemporary
Mathematical Analysis, 43(4):214–220, August 2008.
http://springerlink.com/content/8756t251t24m2771.
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۶ مقدمات مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

مقدمـه

نیاز مورد و پایه مفاهیم بیان و منابع بررس بخش در شده ذکر منابع بر مروری رساله نخست فصل

مفاهیم سپس و مشخص را بحث چهارچوب نخست بخش در بنابراین �باشد. م آت فصلهای در

که چرا شد خواهند بیان اثبات بدون اولیه قضایای و مفاهیم کرد. خواهیم تعریف را بحث با مرتبط

شد. خواهد نیاز آنها به بعداً که است مفاهیم یادآوری هدف

آفین دیفرانسیل هندسه بر مقدمه�ای هر این وجود با داد. خواهیم ارجاع ؟] [؟، به را مطالب بیشتر

[٣ ؟، ؟، ؟، [؟، کتابهای مخصوصاً �کنیم، م ذکر را [۵ ؟، [؟، منابع مثال برای بود. خواهد مفید

�باشند. م مفید بسیار

آفین فضاهای برای پایه مفاهیم ١.١

V به وابسته بعدی n آفین فضای را Ω ناته مجموعه باشد. n−بعدی برداری فضای V فرضکنید

نگاشت اگر گویند

π : Ω× Ω → V

کند. صدق زیر شرایط در

باشیم. داشته p, q, r ∈ Ω مقادیر جمیع برای (١

π(p, q) + π(q, r) = π(p, r)

.π(p, q) = v که باشد داشته وجـود چنان q ∈ Ω فرد منحصـربه نقطه ،v ∈ V و p ∈ Ω هر برای (٢

نگاشت ،p ∈ Ω هر برای �دهیم. م نشان p⃗q نماد با را π(p, q) معمولا صورت این در

πp := π(p, .) : Ω → V

ضابطه با

q → πp(q) = π(p, q)

ادامه در کرد. تعریف دیفرانسیل و توپولوژی ساختار Ω روی �توان م این بنابر است. ی به ی

�کنیم. م اشاره π نگاشت مهم خاصیت چند به



٧ مقدمات مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

.π(p, p) = ۰ داریم p ∈ Ω هر برای (١

.p = q آنگاه π(p, q) = ۰ اگر p, q ∈ Ω هر برای (٢

تبدیلات گروه و آفین نگاشت ٢.١

α : Ω۱ نگاشت→ ، باشند πi : Ωi×Ωi → Vi و V۲, V۱ به وابسته آفین فضاهای Ω۲,Ω۱ فرضکنید

صدق زیر شرط در که باشد داشته وجود Lα : V۱ → V۲ مانند خط نگاشت هرگاه گویند آفین را Ω۲

کند.

∀p, q ∈ Ω۱, π۲(α(p), α(q)) = Lα(π۱(p, q))

را Lα �شود. م مشخص فرد به منحصر بطور Lα باشد. جابجایی زیر نمودار ر دی عبارت به

گویند. α به وابسته نگاشت

باشد. (پوشا) �به�ی ی Lα اگر فقط و اگر است (پوشا) �به�ی ی α آفین نگاشت ی .١.٢.١ لم

کنـید فـرض است. ی به ی نیز Lα �کنیم مـ ثابت باشـد، ی به ی α کنـید فـرض برهان.

تعریف به توجه با و p ∈ Ω۱ نقطه گرفتن نظر در ثابت با .v, v′ ∈ V۱ آن در که Lα(v) = Lα(v
′)

صورت این در v = π۱(p, q), v
′ = π۱(p, q

′) که دارد وجود q, q′ ∈ Ω۱ فرد به منحصر نقاط π۱

داریم.

Lα(π۱(p, q)) = Lα(π۱(p, q
′))

π۲(α(p), α(q)) = π۲(α(p), α(q
′))

α(q) = α(q′)

q = q′

.v = v′ داریم این بنابر و

α(q) = �کنیم مـ فـرض α بـودن ی به ی اثبات برای باشـد ی به ی Lα فـرضکنید عکـس بر



٨ مقدمات مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

.q, q′ ∈ Ω۱ آن در که باشد α(q′)

π۲(α(p), α(q)) =π۲(α(p), α(q
′))

Lα(π۱(p, q)) =Lα(π۱(p, q
′))

π۱(p, q) =π۱(p, q
′)

q =q′

q۲ ∈ Ω۲ هر برای یعنـ است، پـوشا نیـز α �کنیـم م ثابت باشـد، پـوشا Lα کنیـد فـرض حال

،p۱ ∈ Ω۱ کنیـد فـرض کار ایـن بـرای .q۲ = α(p۲) کـه دارد وجـود p۲ ∈ Ω۲ ماننـد نـقطـه�ای

v۲ = π۲(q۱, q۲), q۱ = α(p۱)

نقطه π۱ تعریف به بنا Lα(v۱) = v۲ ه بطوری v۱ ∈ V۱ دارد وجود پس پوشاست Lα چون باشند

داریم. صورت این در v۱ = π۱(p۱, p۲) که دارد وجود p۲ ∈ Ω۲

Lα(v۱) = Lα(π۱(p۱, p۲))

v۲ = π۲(q۱, q۲) = π۲(α(p۱), α(p۲))

π۲(q۱, q۲) = π۲(q۱, α(p۲))

داریم. π۲(q۱, .) بودن ی به ی از

q۲ = α(p۲)

و باشد v۲ ∈ V۲ کنید فرض است. پوشا Lα �کنیم م ثابت باشد، پوشا α کنید فرض برعکس

که دارند وجود p۱, q۱ ∈ Ω۱ نقاط است پوشا α چون v۲ = π۲(p۲, q۲) ه بطوری p۲, q۲ ∈ Ω۲

Lα(v۱) = v۲ داریم v۱ = π۱(p۱, q۱)انتخاب با α(p۱) = p۲, α(q۱) = q۲

به α دترمینان Ω۱ = Ω۲ حالت برای باشد. پوشا و ی به ی هرگاه گویند منظم را α نگاشت

�شود. م تعریف زیر صورت

detα := detLα
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است. زیر نمایش دارای α : Ω → Ω آفین نگاشت آنگاه .o ∈ Ω نقطه داشتن نگاه ثابت با
−−−→
oα(p) = Lα(

−→op) + b

.b ∈ Ω آن در که

که �دهند م گروه یل تش n بعد از V برداری فضای اتومورفیسم�های تمام مجموعه که �دانیم م

. �دهند م نشان زیر نمادهای با آن�ها

GL(m,R) := {L : V → V | L is isomorphism}

SL(m,R) := {L ∈ GL(m,R)| detL = ۱}

�شود. م تعریف زیر بصورت آفین تبدیلات گروه n بعد از Ω آفین فضای برای متناظراً

منظم آفین گروه (١

A(m) := {α : Ω → Ω|Lαis regular}

هم�آفین گروه (٢

S(m) := {α ∈ A(m)| detα = ۱}

p ∈ Ω مرکز برای مرکزی آفین گروه (٣

Zp(m) := {α ∈ A(m)|α(p) = p}

آفین ارتباط�های ٣.١

از دیفرانسیل�پذیر خمینه M کنید فرض �شوند. م بیان آفین های ارتباط اولیه مفاهیم بخش این در

باشد. C∞ رده

زیر شرایط در هرگاه گویند آفین ارتباط ∇را : X(M)×X(M) → X(M)نگاشت تعریف١.٣.١.
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کند. صدق

∇X۱+X۲Y = ∇X۱Y +∇X۲Y ; (١.١)

∇ϕXY = ϕ∇XY ; (٢.١)

∇X(Y۱ + Y۲) = ∇XY۱ +∇XY۲; (٣.١)

∇X(ϕY ) = (Xϕ)Y + ϕ∇XY ; (۴.١)

است. نگاشت ی ϕ : M → R و X, Y,X۱, X۲, Y۱, Y۲ ∈ X(M) آن در که

به �کند. م القاء ارتباط Mی در U باز خمینه زیر هر روی طبیع بطور M بر آفین ارتباط ی

داریم آنگاه باشد، {x۱ · · · , xn} موضع مختصات با همسای U اگر ویژه

∇ ∂

∂Xi

∂

∂xj
=

n∑
k=۱

Γk
ij

∂

∂xk
(۵.١)

مختصات دسـتگاه آفیـن∇نسبتبه ارتباط برای کریسـتوفل نمادهای (i, j, k = ۱, · · · , n)Γk
ij توابع

�شود. م نامیده موضع

نشان ∇tV بانماد را آن و گویند V رد هم یا کوواریان مشتق را ∇V
dt

فوق گزاره به توجه با

�دهند. م

در V برداری میدان باشد. ∇ آفین ارتباط با پذیر دیفرانسیل خمینه M کنید فرض .٢.٣.١ تعریف

.∇tV = ۰ ،t ∈ I هر برای هرگاه �شود م نامیده موازی c : I → M خم امتداد

�کنیم. م تعریف آفین های خمینه در زیر گزاره با را توازی انتقال مفهوم حال

خم ی c : I → M و ∇ آفین ارتباط با پذیر دیفرانسیل خمینه M کنید فرض .٣.٣.١ گزاره

،v۰ ∈ Tc(t۰)M اگر باشد. t۰ ∈ I که c(t۰) Mدر مماسبر بردار v۰ فرضکنید باشد. پذیر دیفرانسیل

.V (t۰) = v۰ چنانکه دارد وجود c خم طول در V بفرد منحصر برداری میدان آنگاه

میدان Y اگر گویند. c خم امتداد در v۰ توازی انتقال را فوق گزاره در شده پیدا برداری میدان

مختصاتموضع در زیر بصورت �توان م tY∇را کوواریان مشتق باشد، x(t) خم امتداد در برداری
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کرد. تعریف {x۱, · · · , xn}

∇tY =
n∑

k=۱

(
dY k

dt
+

n∑
i,j=۱

Γk
ij

dxi

dt
Y j

)
∂

∂xk
(۶.١)

.Y =
∑n

k=۱ Y
k( ∂

∂xk ) و x(t) = (x۱(t), · · · , xn(t)) آن در که

هرگاه گویند ژئودزی شبه را x(t) خم

∇tx
′(t) = ϕ(t)x′(t)

ری دی پارامتر s = s(t) اگر �باشند. م معین تابع ϕ(t)و x(t) مماس برداری میدان x′(t) آن در که

داریم باشد x(t) برای

∇sx
′(s) =

۱

(ds
dt
)۲

[
−d۲s

dt۲

ds
dt

x′(t) + ϕ(t)x′(t)

]

داشت خواهیم ds

dt
= exp(

∫
ϕ(t) dt)بصورت sانتخاب با

∇sx
′(s) = ۰ (٧.١)

s → as+ b آفین تبدیل تحـت که �نامـنـد، مـ آفیـن پارامتر ا ر ٧.١ صورت به شده تعریف s پارامتر

برای باشد. آفین پارامتر آن، پارامتر هرگاه گویند ژئودزی خم را x خم �شود. م معین تا، ی بطور

تانسوری میدان�های به �توان م را برداری میدان ی به نسبت کوواریان مشتق مفهوم ،∇ ارتباط ی

رد ناهم و s مرتبه از رد هم ، یعن باشد، (r, s) نوع از تانسوری میدان Kی فرضکنید داد. تعمیم

ی عنوان به را ∇K �توان م همچنین است. (r, s) نوع از تانسوری میدان ∇XK آنگاه ،r مرتبه از

خط نگاشت یعن گرفت، نظر در (r, s+ ۱) نوع از تانسوری میدان

X ∈ X(M) → ∇XK.

های میدان جبر از مشتق ی عنوان به ∇X تشریح برای ویژه به مورد، این در کل بحث ی برای

�شود. م ارائه خاص حالت دو است. برداری میدان�های کوواریان مشتق تعمیم که تانسوری

مانند نگاشتs-خط ی یعن ،s مرتبه از رد هم تانسوری میدان K اگر (١

داریـــم X ∈ X(M) هر بـرای آنگـ��اه ، باشـد X(M)× X(M)× · · ·X(M)︸ ︷︷ ︸
s

→ F(M)

(∇XK)(X۱, · · · , Xs) = X(K(X۱, · · · , Xn))−
s∑

i=۱

K(X۱, · · · ,∇XXi, · · · , Xs).
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نگاشــتs-خطـ یــــ یعــنــ ،(۱, s) مرتبه از ــرد هــم تانــسوری مــیــدان K اگــر (٢

آنگاه ، باشـــد X(M)× X(M)× · · ·X(M)︸ ︷︷ ︸
s

→ X(M)

(∇XK)(X۱, · · · , Xs) = ∇X(K(X۱, · · · , Xn))−
s∑

i=۱

K(X۱, · · · ,∇XXi, · · · , Xs).

�شود م تعریف زیر بصورت ،T تاب تانسوری میدان

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ].

T (X,Y ) برداری میدان برداری، میدان�های از (X, Y ) زوج که�به است (۱,۲) نوع از تانسوری که

متـقارن پاد ، خطـ دو اشت نـ x ∈ M نـقطـه هـر برای حقیقت در �کند، م وابسته فوق، ضابطه با

بصورت موضع مختصات در T تاب تانسور مؤلفه�های �کند. م متناظر TxM × TxM → TxM

است. زیر

T k
ij = Γk

ij − Γk
ji

�شود. م تعریف زیر بصورت که (۰,۲) نوع از است تانسوری ، ریچ تانسور

Ric(Y, Z) = trace{X → R(X, Y )Z}

داریم مؤلفه�ای نظر از

Rjk = Ric(
∂

∂xj
,

∂

∂xk
) =

∑
i

Ri
kij

متقارن ریچ تانسور دارای ، ریمان متر سویتای لوی ارتباط ، ریمان هندسه در که �دانیم م

تاب آزاد آفین های ارتباط برای لزوماً خاصیت این اما .Ric(X,Y ) = Ric(Y,X) یعن است،

را آن ادامه در که موازی حجم عنصر به است وابسته خاصیت این حقیقت در نیست. برقرار دلخواه

�کنیم. م تعریف

داشته وجود موازی حجم عنصر ،M از x نقطه هر در هرگاه گویند هم�آفین موضعاً را ∇ آفین ارتباط

.∇ω = ۰ که باشد چنان ω صفر غیر فرم -n یعن باشد.

مختصاتموضع دستگاه در آنگاه ارتباط∇باشد به نسبت موازی حجم عنصر ω اگر .۴.٣.١ گزاره

داریم {x۱, · · · , xn}

Γj
ij(x) =

∂ log(ω(x))

∂xi
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داریم توازی شرط به باتوجه باشد {x۱, · · · , xn} به وابسته پایه {∂۱, · · · , ∂n} کنید فرض برهان.

(∇∂iω)(∂۱, · · · , ∂n) = ∂i(ω(∂۱, · · · , ∂n))−
n∑

l=۱

ω(· · · ,
l︷ ︸︸ ︷

∇∂i∂l, · · · )

∂i(ω(∂۱, · · · , ∂n)) =
n∑

l=۱

ω(· · · ,
l︷ ︸︸ ︷

∇∂i∂l, · · · )

=
n∑

l=۱

ω(· · · ,

l︷ ︸︸ ︷
n∑

k=۱

Γk
il∂k, · · · )

=
n∑

l=۱

n∑
k=۱

Γk
ilω(· · · ,

l︷︸︸︷
∂k , · · · )

=
n∑

l=۱

n∑
k=۱

Γk
ilδ

l
kω(∂۱, · · · , ∂n)

= ω(∂۱, · · · , ∂n)
n∑

l=۱

Γl
il

∂Γj
ij

∂xk
=

∂Γj
kj

∂xi
آنگاه باشد هم�آفین ∇ اگر .۵.٣.١ نتیجه

باشد. هم�آفین اگر فقط و اگر است متقارن ریچ تانسور دارای ∇ تاب آزاد ارتباط .۶.٣.١ گزاره

برهان.

اینصورت در Mباشد، روی موازی حجم عنصر ω و تاب Mآزاد ∇بر فرضکنید تعریف٧.٣.١.

گویند. هم�آفین ساختار را (∇, ω)

چنان ω حجم عنصر M بر ∇ موضع هم�آفین ارتباط هر برای آنگاه باشد، ساده همبند M اگر

دترمینان تابع با آفین فضای ی از تعمیم هم�آفین ساختار با M خمینه ی (∇, ω) که دارد وجود

�باشد. م حجم عنصر عنوان به ثابت
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مرکزی ابرسطوح ۴.١

ابر را Rn در غوطه�ور ،M رویه ابر ی باشد. مبداء بنام O ثابت نقطه با آفین فضای Rn کنید فرض

مماس صفحه با x ∈ M نقطه هر در (O مبداء (با xوضعیت بردار هرگاه �نامند م مرکزی آفین رویه

دو به را Rn در DXY کوواریان مشتق M بر X,Y مماس بردار دو هر ازاء به باشد. اریب TxM

�کنیم. م تجزیه زیر صورت به مؤلفه

(DXY )x = (∇XY )x + h(X,Y )(−x)

شرایط XY∇در که �شود م ثابت [ ١۵ ص. [؟، مرجع در Mاست. بر مماس (∇XY )x آن در که

رویه ابر ی بر شده تولید ارتباط از حاصل R انحناء تانسور و �کند م صدق آفین کوواریان مشتق

از است عبارت مرکزی، آفین

R(X,Y )Z = h(Y, Z)X − h(X,Z)Y

همچنین

Ric(Y, Z) = (n− ۱)h(Y, Z)

حال �نامند. م M بر مرکزی آفین اساس فرم را h و D از حاصل ارتباط را ∇ است. متقارن که

تعریف زیر صورت به را جدیدی رویه ابر باشد، M بر مثبت و پذیر مشتق تابع λ که این فرض با

�کنیم. م

M̄ = {x̄; x̄ = λx, x ∈ M}

X,Y برداری میدان�های ازای به �گیریم. م نظر در f(x) = λx ضابطه با را f : M → Rn نگاشت

Mداریم در

f∗(Y ) = DY (λx) = (Y λ)x+ λY
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داریم، همچنین است. غوطه�وری ی f یعن

DX(f∗Y ) = DX(Y (λ)x+ λY )

= X(Y (λ))x+ (Y λ)X + (Xλ)Y + λ(DXY )

= X(Y (λ))x+ (Y λ)X + (Xλ)Y + λ((∇XY ))

+ λ(h(X, Y )(−x))

ر دی طرف از

DXf∗(Y ) = f∗(∇̄XY ) + h̄(X, Y )(−x)

= (∇̄XY )λx+ λ∇̄XY + h̄(X,Y )(−x)

بنابراین

∇̄XY = ∇XY +
۱

λ
(Xλ)Y +

۱

λ
(Y λ)X

نتیجه در

∇̄XY = ∇XY + ρ(X)Y + ρ(Y )X (٨.١)

�باشد. م d(log λ) ۱−فرم ρ آن در که

آنگاه ∇tx
′
t = ϕ(t)x′

t یعن باشد، ژئودزی ∇−شبه ی x(t) اگر

∇̄txt = (ϕ(t) + ۲ρ(x′
t))x

′
t

نگاشت یعن است. برقرار نیز مطلب این عکس است. ژئودزی شبه نیز ∇̄ به نسبت x(t) یعن

ژئودزی شبه f(x(t)) یعن �نگارد. م ژئودزی شبه به را ژئودزی شبه خم f : M → M̄ هم�آفین

�نامند. م تصویری تبدیل را f معمولا است. M̄ بر

�نامند م تصویری ارز هم Mرا خمینه ,∇بر تاب̄∇ آزاد و موضع هم�آفین ارتباط دو تعریف١.۴.١.

است) لزوماًبسته ρ باشد.(فرم موجود d(log λ)صورت به ρ اول مرتبه فرم هرگاه
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نقطه هر حول هرگاه �نامند م مسطح تصویری طور به را ∇ هم�آفین موضعاً ارتباط .٢.۴.١ تعریف

کند. متناظر ∇̄ مسطح آفین ارتباط به را ∇ که باشد موجود تصویری تبدیل ی

�شود. م تعریف زیر بصورت وایل، تصویری انحناء تانسور ،∇ ارتباط برای

W(X, Y )Z = R(X,Y )− ۱

n− ۱
[Ric(Y, Z)X − Ric(X,Z)Y ]

گرفت. نظر در را زیر شده نرمال حالت �توان م γ = ۱
n−۱ Ricفرض با

W(X,Y )Z = R(X, Y )− [γ(Y, Z)X − γ(X,Z)Y ]

و ٨٨ صفحات به اثبات برای که داشت خواهیم وایل تانسور باره در کلاسی نتیجه ی ادامه در

�شود. م داده رجوع [۶] مرجع ٩۶

مسطح تصویری بطور M خمینه بر متقارن ریچ تانسور با ∇ تاب آزاد آفین ارتباط .٣.۴.١ قضیه

باشد. صادق زیر شرایط از ی در اگر فقط و اگر است

.W ≡ ۰ , dimM ≥ ۳ .١

.(∇Xγ)(Y, Z) = (∇Y γ)(X,Z) , dimM = ۲ .٢
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معلوم α با λ پارامتر خطای مربعات میانگین و اریبی مقادیر :١.١ جدول

n روش α = ۰٫ ۳ α = ۰٫ ۵ α = ۱ α = ۱٫ ۵ α = ۲

MME ۰٫ ۵۰۷۴(۲٫ ۸۴۷۳) ۰٫ ۲۴۹۳(۰٫ ۶۸۰۷) ۰٫ ۱۱۲۰(۰٫ ۱۹۲۶) ۰٫ ۰۷۴۰(۰٫ ۱۱۱۳) ۰٫ ۰۵۶۲(۰٫ ۰۷۹۷)
۱۰

MLE ۰٫ ۵۳۳۵(۲٫ ۹۰۳۰) ۰٫ ۲۵۹۳(۰٫ ۶۹۴۷) ۰٫ ۱۱۲۰(۰٫ ۱۹۲۶) ۰٫ ۰۷۰۷(۰٫ ۱۱۰۰) −۰٫ ۰۲۶۱(۰٫ ۰۶۱۵)

MME ۰٫ ۱۷۷۶(۰٫ ۳۷۲۴) ۰٫ ۰۹۸۵(۰٫ ۱۵۷۲) ۰٫ ۰۴۸۴(۰٫ ۰۶۵۲) ۰٫ ۰۳۳۱(۰٫ ۰۴۲۵) ۰٫ ۰۲۵۷(۰٫ ۰۳۲۳)
۲۰

MLE ۰٫ ۱۸۷۵(۰٫ ۳۶۶۲) ۰٫ ۱۰۳۰(۰٫ ۱۵۶۹) ۰٫ ۰۴۸۴(۰٫ ۰۶۵۲) ۰٫ ۰۳۱۷(۰٫ ۰۴۲۴) ۰٫ ۰۰۴۱(۰٫ ۰۳۱۴)
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مجهول λ با α پارامتر خطای مربعات میانگین و اریبی مقادیر :٢.١ جدول

n روش α = ۰٫ ۴ α = ۰٫ ۵ α = ۱ α = ۱٫ ۵ α = ۲
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Abstract

We can study differential geometry in term of two different point of view.
The first one is of metric view which lead to Riemannian or Pseudo-Riemannian
geometry. The other one is considering the geometric property without existing a
metric tensor which is affine differential geometry.
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