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೯داਪی଒پایا৯د૙ীهٔ ච໋اردنಪࣥواষند. اورا ِ ঈوতندگان،ऑقّ ৯داষند،و ॷمارඟ໋ان඼෻ॷدن඘േ೸৑ھایاو و ৲ماষند ণپاس೯داਪیرا।଒ੂࣨورانਬభࣥودناو
وબف ଘ ৎࡁ৒ජف॰ฬد਩یا॥تو ඘ൈબھایاو ျণگ. ୀࢾش౮ජࡁग़یایభ ଘ ژرفرو ༜ࢁඟتِ ໆَرِ و ျॻگا॥ت، او তناساਪی راه భزگامඵෑ
ढอণඟ໕ھاඟ໌زهٔز಻ඖنراय़భھار ඳැراඅ౶ید،وبا ষభیاॠد਩ی،وభوमࢌ൐࣊জฬید਩ی،وଘزما਩یઍ࡙ख़وصরฬود਩ی.दଘدر়شخلا৘قرا঻یا඼່ید،وଘرൕॐࢾشباد୓را

ইുید.
଒ ਗی�دকم দواਘی و اঃࣇحان؛ از ୀآॠده ਟی�آਵࣣغ ا৷مان، و رویا௿د از দواਤঘی ਟی�േঙتا॥ت. و ৯دارد اষبازی یൊتا॥ت، ೯دا ଒ ਗی�دকم দواਘی
ৗ଒وریا॥ت భع࢙م୏وردگار. ඼້آ਩یඓࢻ૛ുه িشاਪ୓�ଡی৮دیدار،و با و کار، ଲیآਣশد با ভࡶণජتاد اورا مد(ص)঻ندهٔاووධෂஉراو॥ت.

دودฮیازدঀھاБЗداید،وباࣵࡆّتودॻࣱلمُ࢓චم඼່ماید. رࣺشان،وඟ໖ا਒یا॥ت඼່وزان،ودਬࣥورী୓شروଃنوࣅیان.ඟَ໋หدِ
پاک೯دایا!БЗଦرگا॥تآ૏৅هਗی�ඇඏ࣒مازخ࢕ࡲت৔و؛وඟ໕ُଦدا॥ت،БЗرਛیآن঍భنارदدرت৔و؛وଦباഎࠝ࢟تا॥تآ૏৅هਗی�ඇඏ࣒مازم࢘ࢆوت
৔و،وඵ෇ฬଦزا॥تୀاୀآ૏৅هୀما৩ھانا॥تازس࢔ാࢸت৔و،و඼່ଦاඵවرا॥ت೸৑࢟ت৔وభاଌنगھان؛وଦا৯دکا॥ت঍భنار඘േ೸৑ھایآنगھان.
಻ൾফ଒نکاراز گاریૼنభآنا॥تਵࣥو඼່ଥما! ശণر ঴دا૏৅ه ودॿمرا کارمراଘૼن৶ما ৯داৣم،صلاحِ ণ୏یدنرا راهِ ا०୏భඟ໋شऒودభماৣمیا ೯دایا!
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تبریز دانشͽاه ..... رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

٢٢ صفحات: تعداد ١٣٩٧ التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

آفین، قوس پارامترطول هم�آفین، ساختارهای هم�آفین، برداری میدان�های آفین، متر واژه�ها: کلید
آفین. غوطه�وری آماری، خمینه�های آفین، خم�های

چͺیده

هندسه که متری دیدگاه از ͬͺی داد. قرار بررسͬ مورد مͬ�توان دیدگاه دو از را دیفرانسیل هندسه
مͬ�شود. نامیده آفین هندسه که متر بدون دیدگاه از دیͽری و مͬ�شود نامیده ریمانͬ شبه و ریمانͬ

آفین(هم�آفین) دیدگاه از و کرده متریخارج دیدگاه از را برداری میدان�های تا کرده�ایم سعͬ رساله این در
نمونه عنوان به است. برخوردار زیادی اهمیت از دیفرانسیل هندسه در توازی مفهوم بپردازیم. آن به
یعنͬ است، موازی سویتا لووی ارتباط به نسبت که است متر تانسور مطالعه هندسه(شبه)ریمانͬ
هندسـه در موازی حجم عنصر مͬ�باشد. موازی حجم عنصر مطالعه رساله این از هدف .∇g = ۰

مورد این در زیادی دانان ریاضـͬ اخـیـر سالهـای در و اسـت خوردار بر زیادی اهمیت از دیفرانسیـل
قوس طول پارامتر مفهوم رساله این در پرداخته�اند. مطالعه و تحقیق به ؟] ،٨ ،١ ؟، [؟، مراجع در
و مͬ�نامیم قوس�آفین طول پارامتر را آن و داده تعمیم آفین(هم�آفین)، هندسه به را ریمانͬ هندسه در
را آن خواص و کرده تعریف را برداری میدان ͷی جهت در هم�آفین برداری میدان مفهوم همچنین

مͬ�کنیم. بررسͬ
دو، فصل در که مͬ�باشد غوطه�وری مفهوم مͬ�شود، بررسͬ دیفرانسیل هندسه در که بعدی مفهوم [؟]



هم�آفینͬ شرط اعمال با و داده قرار بررسͬ مورد را اقلیدسͬ غوطه�وری نام به خاصͬ غوطه�وری ͷی
مͬ�کنیم. کلاس�بندی را آن ریچͬ، تانسور لفه مؤ بودن ثابت شرط و آن مولد برای



مطالب فهرست

٢ مقـدمـه

۵ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آفین فضاهای برای پایه مفاهیم ١.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تبدیلات گروه و آفین نگاشت ٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آفین ارتباط�های ٣.١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی ابرسطوح ۴.١

١٩ مراجع

٢٠ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٢١ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

١



مقدمـه

ریمانͬ هندسه که متری دیدگاه از ͬͺی داد قرار بررسͬ مورد مͬ�توان دیدگاه دو از را دیفرانسیل هندسه

هندسه در مͬ�شود. نامیده آفین هندسه که متر بدون دیدگاه از دیͽری و مͬ�شود نامیده ریمانͬ شبه و

سرعت، ها، خم طول گیری اندازه قبیل از زیادی کارهای مͬ�توان متر تانسور وجود خاطر به ریمانͬ

داد. انجام را ... و حجم مساحت، شتاب،

و آفین دیدگاه دو از که مͬ�باشد دیفرانسیل هندسه در مفاهیم مهمترین از ͬͺی برداری میدان�های

دیدگاه از بیشتر برداری میدان�های [٢ ؟، ؟، ؟، [؟، مراجع در که قرارداد مطالعه مورد مͬ�توان متری

آفین دیدگاه از بیشتر برداری میدان�های [۴ ؟، ،٣ ؟، [؟، مراجع در و گرفته�اند قرار بررسͬ مورد متری

خارج متری دیدگاه از را برداری میدان�های تا کرده�ایم سعͬ رساله این در گرفته�اند. قرار مطالعه مورد

که است g متر مطالعه ریمانͬ هندسه که مͬ�دانیم پردازیم. به آن به (هم�آفین) آفین دیدگاه از و کرده

ω حجمͬ فرم متری چنین از نامند. سویتا لووی ارتباط را، آن که باشد موازی ∇ ارتباط به نسبت

هندسه در ما .∇ω = ۰ یعنͬ است، موازی سویتا لووی ارتباط به نسبت که آورد بدست مͬ�توان را

مͬ�کنیم حذف را متر بودن موازی شرط برداری میدان�های و ها خم مطالعه برای آفین دیفرانسیل

از دیفرانسیـل هندسـه در موازی حجم عنصر مͬ�کنیم. حفظ را حجم عنصر بودن موازی شرط اما

P. ، Zhang J. مانـنـد زیادی دانان ریاضـͬ اخـیـر سالهـای در و اسـت خوردار بر زیادی اهمیت

[١ ؟، ،٨ ؟، ؟، [؟، مراجع در مورد این در Kurosu S. و Matruzoe H. ، S.Amari ، Gilkey

است قوس طول پذیر دیفرانسیل خم ͷی پارامتر ریمانͬ هندسه در پرداخته�اند. مطالعه و تحقیق به

است عمود شتاب بردار بر ( (مماس سرعت بردار حالت این در باشد واحد مماس بردار طول هرگاه

در چون مͬ�باشد. خم انحناء همان شتاب و سرعت بردار بوسیله شده تشͺیل مستطیل مساحت و

٢



٣ مقدمه

فرم وجود علت به اما تعریفکرد را قوس طول پارامتر نمͬ�توان ندارد وجود طول مفهوم آفین هندسه

قوس طول پارامتر که صورت بدین کرد، تعریف را آفین قوس طول مفهوم مͬ�توان موازی حجمͬ

و سرعت بردار توسط شده تولید الاضلاع متوازی مساحت هرگاه گویند آفین قوس طول پارامتر را

بعد). دو باشد(در ͷی برابر شتاب

آفین قوس طول پارامتر را آن پارامتر باشد پذیر دیفرانسیل خم x : I → Rn اگر بعدی n حالت در

ها خم به را آن و کرده استفاده مفهوم این از رساله این در ما .|x′ x′′ · · · x(n)| = ۱ هرگاه گویند

اگر که صورت این به مͬ�دهیم. گسترش آفین هم ساختار با خمینه�های روی برداری میدان�های و

جهت در آفین هم برداری میدان ͷی را Y برداری میدان باشد، آفین هم ساختار ͷی (M,∇, ω)

را x : I → M خم پارامتر .ω(Y,∇XY,∇۲
XY, · · · ,∇n−۱

X Y ) = ۱ هرگاه گوییم X برداری میدان

همان سرانجام باشد. x خم امتداد در هم�آفین برداری میدان x′ هرگاه گویند، آفین قوس طول پارامتر

براساس را برداری میدان�های کرده تعریف را مفهوم شد خواهد بررسͬ تفصیل به ٣ فصل در طورکه

مͬ�شود حاصل زیر قضیه آن از که مͬ�کنیم بندی کلاس آن

هندسه که متری دیدگاه از ͬͺی داد قرار بررسͬ مورد مͬ�توان دیدگاه دو از را دیفرانسیل هندسه

. و مͬ�شود نامیده ریمانͬ شبه و ریمانͬ

دیفرانسیل�پذیر خم α : I → M و بعدی دو هم�آفین ساختار ͷی (M,∇, ω) کنید فرض قضیه.

با Y برداری میدان هر آنگاه ω(v۰, w۰) = ۱ با α(۰) = p در بردارهای w۰, v۰ و باشد M روی

. بود خواهد زیر صورت به ثابت، K(Y ) = k

Y۱(t) = tV (t) +W (t), k = ۰,

Y۲(t) = cos(
√
k t)V (t) +

sin(
√
k t)√
k

W (t), k > ۰,

Y۳(t) = cosh(
√
−k t)V (t) +

sinh(
√
−k t)√

−k
W (t), k < ۰.

بعدی مفهوم مͬ�باشند. α خم امتداد در w۰, v۰ بردارهای Wانتقال�موازی (t), V (t)بترتیب آن در که

غوطه�وری ͷی دو فصل در که است غوطه�وری مفهوم مͬ�شود، بررسͬ دیفرانسیل هندسه در که

و آن مولد برای هم�آفینͬ شرط اعمال با و داده قرار بررسͬ مورد را اقلیدسͬ غوطه�وری نام به خاصͬ

مͬ�کنیم. بندی کلاس را آن ریچͬ تانسور لفه مؤ بودن ثابت شرط



۴ مقدمه

است: شده تهیه زیر عناوین با مقاله دو رساله این از
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2. Blaschke structure for a spacial affine immersion. Journal of Contemporary
Mathematical Analysis, 43(4):214–220, August 2008.
http://springerlink.com/content/8756t251t24m2771.



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه

۵



۶ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

مقدمـه

نیاز مورد و پایه مفاهیم بیان و منابع بررسͬ بخش در شده ذکر منابع بر مروری رساله نخست فصل

مفاهیم سپس و مشخص را بحث چهارچوب نخست بخش در بنابراین مͬ�باشد. آتͬ فصلهای در

که چرا شد خواهند بیان اثبات بدون اولیه قضایای و مفاهیم کرد. خواهیم تعریف را بحث با مرتبط

شد. خواهد نیاز آنها به بعداً که است مفاهیمͬ یادآوری هدف

آفین دیفرانسیل هندسه بر مقدمه�ای هر این وجود با داد. خواهیم ارجاع ؟] [؟، به را مطالب بیشتر

[٣ ؟، ؟، ؟، [؟، کتابهای مخصوصاً مͬ�کنیم، ذکر را [۵ ؟، [؟، منابع مثال برای بود. خواهد مفید

مͬ�باشند. مفید بسیار

آفین فضاهای برای پایه مفاهیم ١.١

V به وابسته بعدی n آفین فضای را Ω ناتهͬ مجموعه باشد. n−بعدی برداری فضای V فرضکنید

نگاشت اگر گویند

π : Ω× Ω → V

کند. صدق زیر شرایط در

باشیم. داشته p, q, r ∈ Ω مقادیر جمیع برای (١

π(p, q) + π(q, r) = π(p, r)

.π(p, q) = v که باشد داشته وجـود چنان q ∈ Ω فرد منحصـربه نقطه ،v ∈ V و p ∈ Ω هر برای (٢

نگاشت ،p ∈ Ω هر برای مͬ�دهیم. نشان p⃗q نماد با را π(p, q) معمولا˟ صورت این در

πp := π(p, .) : Ω → V

ضابطه با

q → πp(q) = π(p, q)

ادامه در کرد. تعریف دیفرانسیلͬ و ͬͺتوپولوژی ساختار Ω روی مͬ�توان این بنابر است. ͷی به ͷی

مͬ�کنیم. اشاره π نگاشت مهم خاصیت چند به



٧ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

.π(p, p) = ۰ داریم p ∈ Ω هر برای (١

.p = q آنگاه π(p, q) = ۰ اگر p, q ∈ Ω هر برای (٢

تبدیلات گروه و آفین نگاشت ٢.١

α : Ω۱ نگاشت→ ، باشند πi : Ωi×Ωi → Vi و V۲, V۱ به وابسته آفین فضاهای Ω۲,Ω۱ فرضکنید

صدق زیر شرط در که باشد داشته وجود Lα : V۱ → V۲ مانند خطͬ نگاشت هرگاه گویند آفین را Ω۲

کند.

∀p, q ∈ Ω۱, π۲(α(p), α(q)) = Lα(π۱(p, q))

را Lα مͬ�شود. مشخص فرد به منحصر بطور Lα باشد. جابجایی زیر نمودار دیͽر عبارت به

گویند. α به وابسته نگاشت

باشد. (پوشا) ͷبه�ی�ͷی Lα اگر فقط و اگر است (پوشا) ͷبه�ی�ͷی α آفین نگاشت ͷی .١.٢.١ لم

کنـید فـرض است. ͷی به ͷی نیز Lα مـͬ�کنیم ثابت باشـد، ͷی به ͷی α کنـید فـرض برهان.

تعریف به توجه با و p ∈ Ω۱ نقطه گرفتن نظر در ثابت با .v, v′ ∈ V۱ آن در که Lα(v) = Lα(v
′)

صورت این در v = π۱(p, q), v
′ = π۱(p, q

′) که دارد وجود q, q′ ∈ Ω۱ فرد به منحصر نقاط π۱

داریم.

Lα(π۱(p, q)) = Lα(π۱(p, q
′))

π۲(α(p), α(q)) = π۲(α(p), α(q
′))

α(q) = α(q′)

q = q′

.v = v′ داریم این بنابر و

α(q) = مـͬ�کنیم فـرض α بـودن ͷی به ͷی اثبات برای باشـد ͷی به ͷی Lα فـرضکنید عکـس بر
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.q, q′ ∈ Ω۱ آن در که باشد α(q′)

π۲(α(p), α(q)) =π۲(α(p), α(q
′))

Lα(π۱(p, q)) =Lα(π۱(p, q
′))

π۱(p, q) =π۱(p, q
′)

q =q′

q۲ ∈ Ω۲ هر برای یعنـͬ است، پـوشا نیـز α مͬ�کنیـم ثابت باشـد، پـوشا Lα کنیـد فـرض حال

،p۱ ∈ Ω۱ کنیـد فـرض کار ایـن بـرای .q۲ = α(p۲) کـه دارد وجـود p۲ ∈ Ω۲ ماننـد نـقطـه�ای

v۲ = π۲(q۱, q۲), q۱ = α(p۱)

نقطه π۱ تعریف به بنا Lα(v۱) = v۲ بطوریͺه v۱ ∈ V۱ دارد وجود پس پوشاست Lα چون باشند

داریم. صورت این در v۱ = π۱(p۱, p۲) که دارد وجود p۲ ∈ Ω۲

Lα(v۱) = Lα(π۱(p۱, p۲))

v۲ = π۲(q۱, q۲) = π۲(α(p۱), α(p۲))

π۲(q۱, q۲) = π۲(q۱, α(p۲))

داریم. π۲(q۱, .) بودن ͷی به ͷی از

q۲ = α(p۲)

و باشد v۲ ∈ V۲ کنید فرض است. پوشا Lα مͬ�کنیم ثابت باشد، پوشا α کنید فرض برعکس

که دارند وجود p۱, q۱ ∈ Ω۱ نقاط است پوشا α چون v۲ = π۲(p۲, q۲) بطوریͺه p۲, q۲ ∈ Ω۲

Lα(v۱) = v۲ داریم v۱ = π۱(p۱, q۱)انتخاب با α(p۱) = p۲, α(q۱) = q۲

به α دترمینان Ω۱ = Ω۲ حالت برای باشد. پوشا و ͷی به ͷی هرگاه گویند منظم را α نگاشت

مͬ�شود. تعریف زیر صورت

detα := detLα



٩ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

است. زیر نمایش دارای α : Ω → Ω آفین نگاشت آنگاه .o ∈ Ω نقطه داشتن نگاه ثابت با
−−−→
oα(p) = Lα(

−→op) + b

.b ∈ Ω آن در که

که مͬ�دهند گروه تشͺیل n بعد از V برداری فضای اتومورفیسم�های تمام مجموعه که مͬ�دانیم

. مͬ�دهند نشان زیر نمادهای با آن�ها

GL(m,R) := {L : V → V | L is isomorphism}

SL(m,R) := {L ∈ GL(m,R)| detL = ۱}

مͬ�شود. تعریف زیر بصورت آفین تبدیلات گروه n بعد از Ω آفین فضای برای متناظراً

منظم آفین گروه (١

A(m) := {α : Ω → Ω|Lαis regular}

هم�آفین گروه (٢

S(m) := {α ∈ A(m)| detα = ۱}

p ∈ Ω مرکز برای مرکزی آفین گروه (٣

Zp(m) := {α ∈ A(m)|α(p) = p}

آفین ارتباط�های ٣.١

از دیفرانسیل�پذیر خمینه M کنید فرض مͬ�شوند. بیان آفین های ارتباط اولیه مفاهیم بخش این در

باشد. C∞ رده

زیر شرایط در هرگاه گویند آفین ارتباط ∇را : X(M)×X(M) → X(M)نگاشت تعریف١.٣.١.
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کند. صدق

∇X۱+X۲Y = ∇X۱Y +∇X۲Y ; (١.١)

∇ϕXY = ϕ∇XY ; (٢.١)

∇X(Y۱ + Y۲) = ∇XY۱ +∇XY۲; (٣.١)

∇X(ϕY ) = (Xϕ)Y + ϕ∇XY ; (۴.١)

است. نگاشت ͷی ϕ : M → R و X, Y,X۱, X۲, Y۱, Y۲ ∈ X(M) آن در که

به مͬ�کند. القاء ارتباط ͷیM در U باز خمینه زیر هر روی طبیعͬ بطور M بر آفین ارتباط ͷی

داریم آنگاه باشد، {x۱ · · · , xn} موضعͬ مختصات با ͬͽهمسای U اگر ویژه

∇ ∂

∂Xi

∂

∂xj
=

n∑
k=۱

Γk
ij

∂

∂xk
(۵.١)

مختصات دسـتگاه آفیـن∇نسبتبه ارتباط برای کریسـتوفل نمادهای (i, j, k = ۱, · · · , n)Γk
ij توابع

مͬ�شود. نامیده موضعͬ

نشان ∇tV بانماد را آن و گویند V همͽرد یا کوواریان مشتق را ∇V
dt

فوق گزاره به توجه با

مͬ�دهند.

در V برداری میدان باشد. ∇ آفین ارتباط با پذیر دیفرانسیل خمینه M کنید فرض .٢.٣.١ تعریف

.∇tV = ۰ ،t ∈ I هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده موازی c : I → M خم امتداد

مͬ�کنیم. تعریف آفین های خمینه در زیر گزاره با را توازی انتقال مفهوم حال

خم ͷی c : I → M و ∇ آفین ارتباط با پذیر دیفرانسیل خمینه M کنید فرض .٣.٣.١ گزاره

،v۰ ∈ Tc(t۰)M اگر باشد. t۰ ∈ I که c(t۰) Mدر مماسبر بردار v۰ فرضکنید باشد. پذیر دیفرانسیل

.V (t۰) = v۰ چنانکه دارد وجود c خم طول در V بفرد منحصر برداری میدان آنگاه

میدان Y اگر گویند. c خم امتداد در v۰ توازی انتقال را فوق گزاره در شده پیدا برداری میدان

مختصاتموضعͬ در زیر بصورت مͬ�توان tY∇را کوواریان مشتق باشد، x(t) خم امتداد در برداری
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کرد. تعریف {x۱, · · · , xn}

∇tY =
n∑

k=۱

(
dY k

dt
+

n∑
i,j=۱

Γk
ij

dxi

dt
Y j

)
∂

∂xk
(۶.١)

.Y =
∑n

k=۱ Y
k( ∂

∂xk ) و x(t) = (x۱(t), · · · , xn(t)) آن در که

هرگاه گویند ͷژئودزی شبه را x(t) خم

∇tx
′(t) = ϕ(t)x′(t)

دیͽری پارامتر s = s(t) اگر مͬ�باشند. معین تابع ϕ(t)و x(t) مماسͬ برداری میدان x′(t) آن در که

داریم باشد x(t) برای

∇sx
′(s) =

۱

(ds
dt
)۲

[
−d۲s

dt۲

ds
dt

x′(t) + ϕ(t)x′(t)

]

داشت خواهیم ds

dt
= exp(

∫
ϕ(t) dt)بصورت sانتخاب با

∇sx
′(s) = ۰ (٧.١)

s → as+ b آفین تبدیل تحـت که مـͬ�نامـنـد، آفیـن پارامتر ا ر ٧.١ صورت به شده تعریف s پارامتر

برای باشد. آفین پارامتر آن، پارامتر هرگاه گویند ͷژئودزی خم را x خم مͬ�شود. معین یͺتا، بطور

تانسوری میدان�های به مͬ�توان را برداری میدان ͷی به نسبت کوواریان مشتق مفهوم ،∇ ارتباط ͷی

ناهمͽرد و s مرتبه از همͽرد یعنͬ، باشد، (r, s) نوع از تانسوری میدان ͷیK فرضکنید داد. تعمیم

ͷی عنوان به را ∇K مͬ�توان همچنین است. (r, s) نوع از تانسوری میدان ∇XK آنگاه ،r مرتبه از

خطͬ نگاشت یعنͬ گرفت، نظر در (r, s+ ۱) نوع از تانسوری میدان

X ∈ X(M) → ∇XK.

های میدان جبر از مشتق ͷی عنوان به ∇X تشریح برای ویژه به مورد، این در کلͬ بحث ͷی برای

مͬ�شود. ارائه خاص حالت دو است. برداری میدان�های کوواریان مشتق تعمیم که تانسوری

مانند نگاشتs-خطͬ ͷی یعنͬ ،s مرتبه از همͽرد تانسوری میدان K اگر (١

داریـــم X ∈ X(M) هر بـرای آنگـ��اه ، باشـد X(M)× X(M)× · · ·X(M)︸ ︷︷ ︸
s

→ F(M)

(∇XK)(X۱, · · · , Xs) = X(K(X۱, · · · , Xn))−
s∑

i=۱

K(X۱, · · · ,∇XXi, · · · , Xs).
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نگاشــتs-خطـͬ ͷیــــ یعــنــͬ ،(۱, s) مرتبه از هــمͽــرد تانــسوری مــیــدان K اگــر (٢

آنگاه ، باشـــد X(M)× X(M)× · · ·X(M)︸ ︷︷ ︸
s

→ X(M)

(∇XK)(X۱, · · · , Xs) = ∇X(K(X۱, · · · , Xn))−
s∑

i=۱

K(X۱, · · · ,∇XXi, · · · , Xs).

مͬ�شود تعریف زیر بصورت ،T تاب تانسوری میدان

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ].

T (X,Y ) برداری میدان برداری، میدان�های از (X, Y ) زوج که�به است (۱,۲) نوع از تانسوری که

متـقارن پاد خطـͬ، دو نـͽاشت x ∈ M نـقطـه هـر برای حقیقت در مͬ�کند، وابسته فوق، ضابطه با

بصورت موضعͬ مختصات در T تاب تانسور مؤلفه�های مͬ�کند. متناظر TxM × TxM → TxM

است. زیر

T k
ij = Γk

ij − Γk
ji

مͬ�شود. تعریف زیر بصورت که (۰,۲) نوع از است تانسوری ریچͬ، تانسور

Ric(Y, Z) = trace{X → R(X, Y )Z}

داریم مؤلفه�ای نظر از

Rjk = Ric(
∂

∂xj
,

∂

∂xk
) =

∑
i

Ri
kij

متقارن ریچͬ تانسور دارای ریمانͬ، متر سویتای لوی ارتباط ریمانͬ، هندسه در که مͬ�دانیم

تاب آزاد آفین های ارتباط برای لزوماً خاصیت این اما .Ric(X,Y ) = Ric(Y,X) یعنͬ است،

را آن ادامه در که موازی حجم عنصر به است وابسته خاصیت این حقیقت در نیست. برقرار دلخواه

مͬ�کنیم. تعریف

داشته وجود موازی حجم عنصر ،M از x نقطه هر در هرگاه گویند هم�آفین موضعاً را ∇ آفین ارتباط

.∇ω = ۰ که باشد چنان ω صفر غیر فرم -n یعنͬ باشد.

مختصاتموضعͬ دستگاه در آنگاه ارتباط∇باشد به نسبت موازی حجم عنصر ω اگر .۴.٣.١ گزاره

داریم {x۱, · · · , xn}

Γj
ij(x) =

∂ log(ω(x))

∂xi



١٣ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

داریم توازی شرط به باتوجه باشد {x۱, · · · , xn} به وابسته پایه {∂۱, · · · , ∂n} کنید فرض برهان.

(∇∂iω)(∂۱, · · · , ∂n) = ∂i(ω(∂۱, · · · , ∂n))−
n∑

l=۱

ω(· · · ,
l︷ ︸︸ ︷

∇∂i∂l, · · · )

∂i(ω(∂۱, · · · , ∂n)) =
n∑

l=۱

ω(· · · ,
l︷ ︸︸ ︷

∇∂i∂l, · · · )

=
n∑

l=۱

ω(· · · ,

l︷ ︸︸ ︷
n∑

k=۱

Γk
il∂k, · · · )

=
n∑

l=۱

n∑
k=۱

Γk
ilω(· · · ,

l︷︸︸︷
∂k , · · · )

=
n∑

l=۱

n∑
k=۱

Γk
ilδ

l
kω(∂۱, · · · , ∂n)

= ω(∂۱, · · · , ∂n)
n∑

l=۱

Γl
il

∂Γj
ij

∂xk
=

∂Γj
kj

∂xi
آنگاه باشد هم�آفین ∇ اگر .۵.٣.١ نتیجه

باشد. هم�آفین اگر فقط و اگر است متقارن ریچͬ تانسور دارای ∇ تاب آزاد ارتباط .۶.٣.١ گزاره

برهان.

اینصورت در Mباشد، روی موازی حجمͬ عنصر ω و تاب Mآزاد ∇بر فرضکنید تعریف٧.٣.١.

گویند. هم�آفین ساختار را (∇, ω)

چنان ω حجمͬ عنصر M بر ∇ موضعͬ هم�آفین ارتباط هر برای آنگاه باشد، ساده همبند M اگر

دترمینان تابع با آفین فضای ͷی از تعمیمͬ هم�آفین ساختار با M خمینه ͷی (∇, ω) که دارد وجود

مͬ�باشد. حجم عنصر عنوان به ثابت
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مرکزی ابرسطوح ۴.١

ابر را Rn در غوطه�ور ،M رویه ابر ͷی باشد. مبداء بنام O ثابت نقطه با آفین فضای Rn کنید فرض

مماس صفحه با x ∈ M نقطه هر در (O مبداء (با xوضعیت بردار هرگاه مͬ�نامند مرکزی آفین رویه

دو به را Rn در DXY کوواریان مشتق M بر X,Y مماس بردار دو هر ازاء به باشد. اریب TxM

مͬ�کنیم. تجزیه زیر صورت به مؤلفه

(DXY )x = (∇XY )x + h(X,Y )(−x)

شرایط XY∇در که مͬ�شود ثابت [ ١۵ ص. [؟، مرجع در Mاست. بر مماس (∇XY )x آن در که

رویه ابر ͷی بر شده تولید ارتباط از حاصل R انحناء تانسور و مͬ�کند صدق آفین کوواریان مشتق

از است عبارت مرکزی، آفین

R(X,Y )Z = h(Y, Z)X − h(X,Z)Y

همچنین

Ric(Y, Z) = (n− ۱)h(Y, Z)

حال مͬ�نامند. M بر مرکزی آفین اساسͬ فرم را h و D از حاصل ارتباط را ∇ است. متقارن که

تعریف زیر صورت به را جدیدی رویه ابر باشد، M بر مثبت و پذیر مشتق تابع λ که این فرض با

مͬ�کنیم.

M̄ = {x̄; x̄ = λx, x ∈ M}

X,Y برداری میدان�های ازای به مͬ�گیریم. نظر در f(x) = λx ضابطه با را f : M → Rn نگاشت

Mداریم در

f∗(Y ) = DY (λx) = (Y λ)x+ λY
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داریم، همچنین است. غوطه�وری ͷی f یعنͬ

DX(f∗Y ) = DX(Y (λ)x+ λY )

= X(Y (λ))x+ (Y λ)X + (Xλ)Y + λ(DXY )

= X(Y (λ))x+ (Y λ)X + (Xλ)Y + λ((∇XY ))

+ λ(h(X, Y )(−x))

دیͽر طرف از

DXf∗(Y ) = f∗(∇̄XY ) + h̄(X, Y )(−x)

= (∇̄XY )λx+ λ∇̄XY + h̄(X,Y )(−x)

بنابراین

∇̄XY = ∇XY +
۱

λ
(Xλ)Y +

۱

λ
(Y λ)X

نتیجه در

∇̄XY = ∇XY + ρ(X)Y + ρ(Y )X (٨.١)

مͬ�باشد. d(log λ) ۱−فرم ρ آن در که

آنگاه ∇tx
′
t = ϕ(t)x′

t یعنͬ باشد، ͷژئودزی یͷ∇−شبه x(t) اگر

∇̄txt = (ϕ(t) + ۲ρ(x′
t))x

′
t

نگاشت یعنͬ است. برقرار نیز مطلب این عکس است. ͷژئودزی شبه نیز ∇̄ به نسبت x(t) یعنͬ

ͷژئودزی شبه f(x(t)) یعنͬ مͬ�نگارد. ͷژئودزی شبه به را ͷژئودزی شبه خم f : M → M̄ هم�آفین

مͬ�نامند. تصویری تبدیل را f معمولا˟ است. M̄ بر

مͬ�نامند تصویری ارز هم Mرا خمینه ,∇بر تاب̄∇ آزاد و موضعͬ هم�آفین ارتباط دو تعریف١.۴.١.

است) لزوماًبسته ρ باشد.(فرم موجود d(log λ)صورت به ρ اول مرتبه فرم هرگاه
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نقطه هر حول هرگاه مͬ�نامند مسطح تصویری طور به را ∇ هم�آفین موضعاً ارتباط .٢.۴.١ تعریف

کند. متناظر ∇̄ مسطح آفین ارتباط به را ∇ که باشد موجود تصویری تبدیل ͷی

مͬ�شود. تعریف زیر بصورت وایل، تصویری انحناء تانسور ،∇ ارتباط برای

W(X, Y )Z = R(X,Y )− ۱

n− ۱
[Ric(Y, Z)X − Ric(X,Z)Y ]

گرفت. نظر در را زیر شده نرمال حالت مͬ�توان γ = ۱
n−۱ Ricفرض با

W(X,Y )Z = R(X, Y )− [γ(Y, Z)X − γ(X,Z)Y ]

و ٨٨ صفحات به اثبات برای که داشت خواهیم وایل تانسور باره در ͷکلاسی نتیجه ͷی ادامه در

مͬ�شود. داده رجوع [۶] مرجع ٩۶

مسطح تصویری بطور M خمینه بر متقارن ریچͬ تانسور با ∇ تاب آزاد آفین ارتباط .٣.۴.١ قضیه

باشد. صادق زیر شرایط از ͬͺی در اگر فقط و اگر است

.W ≡ ۰ , dimM ≥ ۳ .١

.(∇Xγ)(Y, Z) = (∇Y γ)(X,Z) , dimM = ۲ .٢
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معلوم α با λ پارامتر خطای مربعات میانگین و اریبی مقادیر :١.١ جدول

n روش α = ۰٫ ۳ α = ۰٫ ۵ α = ۱ α = ۱٫ ۵ α = ۲

MME ۰٫ ۵۰۷۴(۲٫ ۸۴۷۳) ۰٫ ۲۴۹۳(۰٫ ۶۸۰۷) ۰٫ ۱۱۲۰(۰٫ ۱۹۲۶) ۰٫ ۰۷۴۰(۰٫ ۱۱۱۳) ۰٫ ۰۵۶۲(۰٫ ۰۷۹۷)
۱۰

MLE ۰٫ ۵۳۳۵(۲٫ ۹۰۳۰) ۰٫ ۲۵۹۳(۰٫ ۶۹۴۷) ۰٫ ۱۱۲۰(۰٫ ۱۹۲۶) ۰٫ ۰۷۰۷(۰٫ ۱۱۰۰) −۰٫ ۰۲۶۱(۰٫ ۰۶۱۵)

MME ۰٫ ۱۷۷۶(۰٫ ۳۷۲۴) ۰٫ ۰۹۸۵(۰٫ ۱۵۷۲) ۰٫ ۰۴۸۴(۰٫ ۰۶۵۲) ۰٫ ۰۳۳۱(۰٫ ۰۴۲۵) ۰٫ ۰۲۵۷(۰٫ ۰۳۲۳)
۲۰

MLE ۰٫ ۱۸۷۵(۰٫ ۳۶۶۲) ۰٫ ۱۰۳۰(۰٫ ۱۵۶۹) ۰٫ ۰۴۸۴(۰٫ ۰۶۵۲) ۰٫ ۰۳۱۷(۰٫ ۰۴۲۴) ۰٫ ۰۰۴۱(۰٫ ۰۳۱۴)

MME ۰٫ ۰۹۲۴(۰٫ ۱۴۶۱) ۰٫ ۰۵۳۴(۰٫ ۰۷۵۴) ۰٫ ۰۲۶۴(۰٫ ۰۳۵۴) ۰٫ ۰۱۷۹(۰٫ ۰۲۳۹) ۰٫ ۰۱۳۷(۰٫ ۰۱۸۵)
۳۰

MLE ۰٫ ۰۹۳۲(۰٫ ۱۴۵۰) ۰٫ ۰۵۵۸(۰٫ ۰۷۵۶) ۰٫ ۰۲۶۴(۰٫ ۰۳۵۴) ۰٫ ۰۱۷۱(۰٫ ۰۲۳۹) ۰٫ ۰۰۷۴(۰٫ ۰۱۷۶)

MME ۰٫ ۰۸۰۴(۰٫ ۰۹۲۸) ۰٫ ۰۵۰۲(۰٫ ۰۵۰۰) ۰٫ ۰۲۸۲(۰٫ ۰۲۴۰) ۰٫ ۰۲۰۸(۰٫ ۰۱۶۴) ۰٫ ۰۱۷۰(۰٫ ۰۱۲۷)
۵۰

MLE ۰٫ ۰۸۰۸(۰٫ ۰۹۲۳) ۰٫ ۰۵۱۸(۰٫ ۰۵۰۱) ۰٫ ۰۲۸۲(۰٫ ۰۲۴۰) ۰٫ ۰۲۰۳(۰٫ ۰۱۶۳) ۰٫ ۰۱۱۱(۰٫ ۰۱۱۹)

MME ۰٫ ۰۳۸۸(۰٫ ۰۴۰۸) ۰٫ ۰۲۳۵(۰٫ ۰۲۳۱) ۰٫ ۰۱۲۱(۰٫ ۰۱۱۴) ۰٫ ۰۰۸۳(۰٫ ۰۰۷۸) ۰٫ ۰۰۶۴(۰٫ ۰۰۶۱)
۱۰۰

MLE ۰٫ ۰۳۶۷(۰٫ ۰۳۸۶) ۰٫ ۰۲۴۵(۰٫ ۰۲۳۲) ۰٫ ۰۱۲۱(۰٫ ۰۱۱۴) ۰٫ ۰۰۷۹(۰٫ ۰۰۷۸) ۰٫ ۰۰۰۹(۰٫ ۰۰۵۷)
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مجهول λ با α پارامتر خطای مربعات میانگین و اریبی مقادیر :٢.١ جدول

n روش α = ۰٫ ۴ α = ۰٫ ۵ α = ۱ α = ۱٫ ۵ α = ۲

MME ۱٫ ۳۵۰۰(۵٫ ۰۰۷۰) ۱٫ ۳۰۲۶(۴٫ ۹۷۴۷) ۱٫ ۰۰۵۲(۴٫ ۴۹۳۱) ۰٫ ۶۷۰۸(۴٫ ۰۸۱۸) ۰٫ ۲۷۲۷(۳٫ ۵۹۵۶)
۱۰

MLE ۰٫ ۱۲۱۸(۰٫ ۱۰۲۶) ۰٫ ۱۶۸۶(۰٫ ۱۷۵۵) ۰٫ ۴۶۷۰(۱٫ ۵۹۹۰) ۰٫ ۸۷۹۹(۷٫ ۰۳۶۳) ۱٫ ۴۰۵۸(۲۲٫ ۳۱۹۰)

MME ۱٫ ۲۱۵۴(۴٫ ۱۱۰۶) ۱٫ ۱۳۱۲(۳٫ ۸۳۷۳) ۰٫ ۸۹۲۰(۳٫ ۷۰۰۳) ۰٫ ۶۳۱۴(۳٫ ۵۴۴۰) ۰٫ ۴۱۶۷(۱٫ ۲۵۰۴)
۲۰

MLE ۰٫ ۰۴۱۲(۰٫ ۰۱۹۴) ۰٫ ۰۵۶۲(۰٫ ۰۳۲۲) ۰٫ ۱۵۷۸(۰٫ ۱۹۴۷) ۰٫ ۲۷۷۲(۰٫ ۵۷۱۰) ۰٫ ۳۱۶۶(۳٫ ۴۱۰۲)

MME ۰٫ ۹۰۸۶(۲٫ ۳۹۱۴) ۰٫ ۸۱۲۶(۲٫ ۰۶۲۱) ۰٫ ۵۷۷۹(۱٫ ۹۵۹۳) ۰٫ ۳۸۵۴(۲٫ ۱۴۳۸) ۰٫ ۱۹۳۳(۲٫ ۵۴۴۴)
۳۰

MLE ۰٫ ۰۲۵۰(۰٫ ۰۱۰۱) ۰٫ ۰۳۵۹(۰٫ ۰۱۶۲) ۰٫ ۰۸۹۷(۰٫ ۰۸۷۱) ۰٫ ۱۵۵۵(۰٫ ۲۴۳۰) ۰٫ ۲۳۱۴(۰٫ ۵۱۲۳)

MME ۰٫ ۷۷۹۰(۱٫ ۷۵۹۴) ۰٫ ۷۱۷۴(۱٫ ۶۳۸۹) ۰٫ ۴۹۹۰(۱٫ ۵۵۹۶) ۰٫ ۳۱۳۰(۱٫ ۷۳۳۹) ۰٫ ۰۸۲۸(۱٫ ۸۳۱۴)
۵۰

MLE ۰٫ ۰۱۱۰(۰٫ ۰۰۶۷) ۰٫ ۰۱۸۳(۰٫ ۰۰۹۵) ۰٫ ۰۵۱۲(۰٫ ۰۴۶۶) ۰٫ ۰۹۰۱(۰٫ ۱۲۷۹) ۰٫ ۱۳۵۱(۰٫ ۲۶۵۷)

MME ۰٫ ۵۲۹۲(۰٫ ۶۶۹۷) ۰٫ ۴۷۴۵(۰٫ ۵۹۹۱) ۰٫ ۲۷۳۰(۰٫ ۵۷۵۱) ۰٫ ۰۹۷۵(۰٫ ۷۷۵۰) −۰٫ ۰۸۹۶(۱٫ ۰۵۹۰)
۱۰۰

MLE ۰٫ ۰۰۸۳(۰٫ ۰۰۳۳) ۰٫ ۰۱۴۴(۰٫ ۰۰۴۲) ۰٫ ۰۳۶۲(۰٫ ۰۲۲۱) ۰٫ ۰۶۱۸(۰٫ ۰۵۹۵) ۰٫ ۰۹۰۶(۰٫ ۱۲۱۶)
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