
������

�����

���� ��	




������� ��	
�

� ����� � ����	 
��
� �

�� ���� ������ �

�� ����� � �������
 �

��� ������� � �	 �

��� ��� !�"� #

�



������� ��	
� �



� ���

�
��� � ����� �����

�����

�	 
��
�� � �� �	 ��	�� ����� ������ � ���� � !�"#� �	 $��%��� &'�(� )�* �*
*��� +���#� �	 ,�-./� ���� 0-1 
�� �* 2+�34 ��4� &5�56 *�3�� ,���� �
7��� ��3�� 8� $��9 �	 �� &5�56 *�3�� :�;.<* ��-.=� �	 � *�> +����= ?��'

2*�> +����= @A./� *�3�� ��3�� �	 &����> ,:��4� � :*�> &1���
+�B��'&� 34�	 A �C� x :�D �� 234�	 ���� � 8� A +��> E�1 ���
�� �2�

2x �∈ A F4�' +����= 34�(' A �C� x �D� � x ∈ A

�� � *��* !�' &��= �� &"� ,���� � 34�(' ,�C� G�� 0��4 �> ,����� �
2*�* +����= ��H' ∅ F�I� �	 ��

B ,���� ���? A +���D 34�	 B ,���� � �C� A ,���� � �C� �� :�D ��
�> 34�	 B �* ,�C� J�� �	 :�I� :�D �� 2B ⊇ A �� A ⊆ B +�B��'&� � F<�
�	 � +�'��=&� B KL� ,���� ���? �� &5�56 ,���� ���? �� A J34�(' A �*

2+��*&� ��H' B ⊃ A �� A ⊂ B F�I�
�* M� . B D 09� � 	 � > 3 ���* � N� �O A = B :� ; '� JB ⊆ A � A ⊆ B � D�

2PF<� Q���� ������ �
*�3�� � Q �	 �� ���D *�3�� JI �	 �� R�L9 *�3�� JN �	 �� &��(S *�3�� ,���� �

2*�* +����= ��H' R �	 �� &5�56

�
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$��9 
�� �	 T�� M�� 2*�> &1��� M�� �* �	 ����&� �� &5�56 *�3�� :�;.<*
*�3�� 8�> �	 � R�L9 *�3�� UV< � 3'�4 &1��� &��(S *�3�� �3. 	� �> F<�
0��> � 7��� ��3�� 8� ����� �	 &5�56 *�3�� :�;.<* :�=W�	 � ���D *�3�� J R�L9
T�9� M�� �	 &5�56 *�3�� :�;.<* �> F<� $��9 
�3	 !�* M�� 2*�4&� �.=�<
,������ ���? UV< 2*�4&� &1��� 0��> � 7��� ��3�� 8� ����� �	 &��%��

23'�4&� &1��� ���D � R�L9 *�3�� � &��(S *�3�� &��� J��
2+��>&� ����� &��%�� T�9� M�� �	 �� &5�56 *�3�� :�;.<* F�BX 
�� �*
3�>&� 0�3(� 0��> � 7��� ��3�� 8� �	 �� R �> ,�:34 �.1��YZ ,���%�� T�9�

[?� 3����(�

\	�� �* P]�%O × � P\�NO + � J�C� �* ,���* 0X�36 F<� ,����� � R P�
7��� ^�? �	 �� × � + T���� 09�6 23�4�	&� R ,�.	 R × R �	 P0��O

2+��*&� _���' Pab ��O a × b � a + b �	 7���� �	 J(a, b)

P\�N &�� 	�N F�9�=O a + b = b + a JR ?� b � a �� ,�?� �	 P�

,��YZF>�4 F�9�=O a + (b + c) = (a + b) + c JR ?� c � b Ja �� ,�?� �	 P�
P\�N

Jx ∈ R � � ,�?� � 	 � > ,�� S � 	 F <� *� N� � R �* e 3 � '� � ,� C � P�
��H' P�#9O � �	 � :3���' R &`�= �C� �� �C� 
�� 2x + e = e + x = x

2+��*&�

�> ,��S �	 F<� *�N�� x ,����X !�' �	 x′ 3�'�� ,�C� Jx ∈ R �� ,�?� �	 P�
2+��*&� ��H' −x �	 �� x′ 2x + x′ = x′ + x = �

2F<� &A	� �� &�� 	�N :��D 8� (R, +) :�;.<* �a� T�9� b(S �	

2F<� �.B	 ]�% 0�� �	 F(B' R − {�} Pc

2ab = ba JR ?� b � a �� ,�?� �	 P�

2(ab)c = a(bc) JR ?� c � b Ja �� ,�?� �	 P�

�	 �> ,��S �	 +��*&� ��H' � �	 �� �� �> *��* *�N� R − {�} �* ,�C� P�
2+���'&� ]�% 36�� �C� �� � 2�× a = a × � = a Ja ∈ R �� ,�?�



�

+��*&� ��H' a−� �	 �> a ����� !�' �	 ,�C� JR − {�} ?� a �� ,�?� �	 P�d
2aa−� = � �> ,��S �	 F<� *�N��

2F<� &A	� :��D 8� (R − {�},×) J�dac ���%�� T�9� b(S �	

F(B' ]�% ,��YZ\�?�� 09�O a(b + c) = ab + ac JR ?� c � b Ja �� ,�?� �	 P��
2P\�N �	

&�'�' ��
�(�� )�*�

2F<� R �* ,��e	�� P,�.fg�> ,�e	�� �	 !�<��O < P��

F<� ���X�	 ��? @	�� � ?� &f� @51 R ?� b � a �� ,�?� �	 P��

a < b, a = b, b < a

2PF<� ,�X h�A`� 09� < ,�e	��O

,3�.� < ,�e	��O 2a < c :�;'� Jb < c � a < b �D� JR ?� c � b Ja �� ,�?� �	 P��
P2F<�

2a + c < b + c :�;'� Ja < b �D� P��

2ac < bc :�;'� J� < c � a < b �D� P�c
+)�,- .*�/ 0�1��,' 2�(�� .*�

2*��* +��Z�< 34�	 ��3'��> W�	 ?� �> &5�56 *�3�� ?� &��=��i ,���� � �� P��

�	 F�BX 
�� �* 2+�34 ��4� $��%��� &'�(� )�* �* ���%�� T�9� j��.' �	
J�� j��.' &=�	 � F�k���� l�%�� 09� � &��(S *�3�� *��� �* &����> R�%��

2+��>&� !��� �� 7Ae�

�3��4 
��
�

�� ,�?� �	 �> &���9 �* +�'��= &m���� �� R ?� A ,���� ���? ���
�� �2�
&m���� � ��3f� �� A J� ∈ A �� �	 :�I� :�D �� 2x + � ∈ A :�;'� Jx ∈ A �D� Jx

2F(`� *�3�� 3�'�� 2+�'��=
+���'&� &��(S *�3�� �� &m���� � ��3f� ,������ � ��A> n��.4� ���
�� �2�

2F<� &��(S *�3�� ����� +�5.B� ,� �.' ��? ,��CX 2+��*&� ��H' N �	 �



�
��� � ����� ����� �� ��� c

����� �2�
� ∈ N P�

2F<� &m���� � ��3f� ,���� � �� ,���� ���? N P�

0��4 &��(S *�3�� ?� &m���� � ��3f� ,���� ���? �� PǱ��5.<�O ����� c2�
2F<� &��(S *�3�� ,���

2N ⊆ A J� ,��CX �	��	 234�	 &m���� � ��3f� A � A ⊆ N +��> E�1 %5���6
2A = N UZ

[*�> ���	 ��? $��9 �	 ����&� �� p�1 ,��CX
@���4 �* �> 34�	 &��(S *�3�� �* &.�9�= F +��>E�1 PǱ��5.<�O ����� �2�
p39 F�9�= �� �* &��(S *�3�� ,��A> $��9 
�� �* 23�> p39 ��? ,�'�D�*

23��>&�

2*��* F F�9�= � P�

q�' n + � :�;'� J34�	 �.4�* F F�9�= n �D� Jn &��(S *3� �� ,�?� �	 P�
2*��* F F�9�=

�� �> &���9 �* +�'��= 7���.4�= �� *�3�� ?� A ,���� ���? ���
�� �2�
234�	 �C� 
��.fg�> ,���* &��� 234�	 �3.	� �C� ,���* �� &"��' ,���� ���?

2*��3' �3.	� (�,�) ,:?�	 ���? FB�' 7���.4�= R Ir `�
�#.>� �� �>s �	 �> F<� �� &(���.4�= &��(S *�3�� t��= 
��.�"� ?� &f�

2+��>&�
�� &�� � F<� 7� �� .4�= < F(B' � 	 &�� (S *�3�� ,���� � �� ��� �2�

2*��* �3.	� �� &"��' ,���� ���?

?� J&%� �� $��� ( � �� � 	 �* 0 � " B � ,�� 	 P&%� �� + uI �O �� �
 � � �d2�
+����= :*�#.<� &%��� be�� ��	? ?� ��f�� $��9 �* � ����< � Q���.� ,�".�I�
�	v &��� �	 �� ∀x $��(� 23���D ,*�N� ��< �� ∃ � &���� ��< �� ∀F�I� 2*�>
?� &C�	 ,�?� �	v &��� �	 �� ∃x F�I� 
��
�� � w34�	 �g �� xv �� wx �� ,�?�

2F1�D +����= w,�x *��* *�N�v �� wx ��*�5�



�

&S�4 � &A-1 J&#e� 7�>�� 
.=�< ,��	 7���� �	⇒ � ∨J& ,�".�I� ?�
Jp&q 7>�� ,��:��qD Jq � p 3�'�� :��qD �* �� ,�?� �	 2*�> +����= :*�#.<� ��:��qD

2+���D q �	 p &S�4 � &A-1 J&#e� 7�>�� 7���� �	 �� p ⇒ q � p ∨ q

0fH� a ≤ b $��9 �	 &�f6 +�5.B� $�(m� �> 3��&� _�Z q���'� �* ,*����
23'�4&� \X�� 3�#� �	�H� ,���CX � ��? ,��CX ,*���� 
��g �* 2F<�

�.�>�' a ?� b ?� �.D�q	 *3� �� �> 3�4�	 ���g b � a *3� �* �D� ����� ��2�
�;�* $��(� �	 2a ≤ b :�;'� J34�	

∀x(b < x ⇒ a ≤ x) ⇒ a ≤ b

P�A=E�1O a > b &�� 34�	 �.�>�' a ?� b ?� �.D�q	 *3� �� +��>&�E�1 %5���6

�
b x� a


�� � JFB�' �.D�q	 a ?� ��� F<� �.D�q	 b ?� x� = a+b
�
*3� �> +��>&� �x6I�

2F<� E�1 QI=
�	 2F<� �#9 34�	 �.fg�> F(`� *�3�� ,��A> ?� �> &#���' *3� ����� ��2�

�;�* $��(�

∀ε(� ≤ a < ε) ⇒ a = �

2F<� KX��� 8� �> a < a
�
3��	 E�1 �	��	 :�;'� P�A=O a > � �D� %5���6

2+��*&� �u��� PT��> 09�O F����� l�%�� 09� *��� �* &����> R�%�� 8���
234�	 &5�56 *�3�� ?� ,����� � A +��> E�1 ���
�� ��2�

� 34�	 �.�>�' A �C� �� ?� �> &���9 �* +�'��= A ,W�	 ���> 8� �� a *3� P�
234�	 �.H�	�' A �C� �� ?� �> &���9 �* +���' A 
���Z ���> 8� �� ��

��3'��> 
���Z ?� �� �� � 34�	 �.4�* &�W�	 ���> �D� +���D ��3'��> W�	 ?� �� A P�
W�	 ���> :�D �� +���D ��3'��> �� �� :�=W�	 � 34�	 �.4�* &����Z ���> �D� +���D

234�	 �.4�* 
���Z �

�> &���9 �* +��*&� ��H' α = sup A �	 � +���D A +��Z�< �� α *3� P�

234�	 A ,W�	 ���> 8� α PaO



�
��� � ����� ����� �� ��� �

234�	 A ,W�	 ���> 
��.fg�> α PbO

�> &���9 �* +��*&� ��H' β = inf A �	 � +���'&� A +��#��� �� β *3� P�

234�	 A 
���Z ���> 8� β PaO

234�	 A 
���Z ���> 
��.D�q	 β PbO

3��> �N�� ��? ,������ � �	 F����� l�%�� 09� n�* ,��	 ����� ��2�

A = {x : x ∈ Q, x > �, x� < �}
B = {x : x ∈ Q, x > �, x� > �}

F<� *�N�� y 3�'�� &����D *3� x ∈ A �� ,�?� �	 �> F<� F�9�= 
�� ,���* A

2P3��> ��L.�� �� y = �x+�
x+�

*3�O 2x < y � y ∈ A �> ,��S �	
*�N�� y 3�'�� &����D *3� x ∈ B �� ,�?� �	 �> F<� F�9�= 
�� ,���* B

2P3��> ��L.�� �� y = x�+�
�x

*3�O 2y < x � y ∈ B �> ,��S �	 F<�
��? ,��CX J*��3' ]��N ���D *�3�� ��3�� �* x� = � ��*��� �> 
�� �	 �N�� �	

23�>&�y/H� �� ���D *�3�� ��3��y5'
F<� ��3'��> W�	 ?� �> F<� *�N�� ���D *�3�� ?� &"��' ,����� � ����� ��2�

2*��3' +��Z�< ���D *�3�� ��3�� �* &��
@���4 �* A = {x|x > �, x� < �, x ∈ Q} ,���� � �> +��*&� ��H' %5���6
����	 M�� �	 2F<� ��3'��> W�	 ?� A � A �= ∅ �> F<� R%�� 23�>&� p39 ��CX
� ∈ A ��g 2r = sup A � 34�	 ���D *3� r +��>E�1 2+��>&� F	�m �� +f6 �A=
�> &���9 �* 2r� > � �� r� < �UZ r� �= � ��g 2r > � � �.' �* 2r ≥ �UZ
�	 
�� � r < r� �> F<� *�N�� r� ∈ A 3�'�� ,*3� �> +�3�* � T�`� �* Jr� < �

&����D *3� �> +�3�* � T�`� �* r� > � F��6 �* 2F<� KX��.� r �*�	 +��Z�<
,W�	 ���> 3'���&�' s ��g 2s� > � � � < s < r �> ,��S �	 F<� *�N�� s 3�'��
�	 
�� � r�

�
> s� > � � �.' �* 2r� > s �> *��* r� 3�'�� ,�C� A UZ 34�	 A

2F<� KX��.� A �* r� F��C�
l�%�� 09� ���	 �	 T�6 2*�> ��f4� �� ���D *�3�� ��3��y5' ��2� ,��CX

2+�?�*�Z&� F�����

+��Z�< 34�	 ��3'��> W�	 ?� �> &5�56 *�3�� ?� &"��' ,���� � ��v
w*��*



�

,��*��� �" � � � ' &5�56 *�3�� ��3�� �* �> *�4&� F	� m 09� 
�� ,�A �<� � 	
&A> ��S �	 2*��* ]��N :����� Pn ∈ N Ja ≥ �O xn = a ��*��� �fA	 Jx� = �

hL	 2*��* F����� l�%�� 09� �* �H�� q���'� �* &<�<� � �.' �� F#D ����&�
2*��* ��(��� 09� 
�� �	 T��;.'� � b.H� J�"��< � �����('* J�.<��Z \	��� *��� �*
a
√
� Ir `� z�D ,�"'��� ����� 234�	&� 09� 
�� ?� ,�� �.' z�D *�3�� *�N�

F�9�= !�' �	 ,�;�* +"� ,� �.' 2F<� :34 ��YZ��f�� 09� 
�� ,�A�<� �	
2+��>&� �#.>� �� �>s �	 �> 34�	&� 09� 
�� j��.' ?� &5�56 *�3�� &<3��4��

a &5�56 *3� �* �� ,�?� �	 2P&5�56 *�3�� &<3��4�� F�9�=O ����� �c2�
2b < an �> FB� n 3'�� &��(S *3� Ja > � �> b �

�> FB� n 3�'�� &��(S *3� Jε 3�'�� F(`� *3� �� ,�?� �	 ����� ��2�
2�n < ε

2F<� 3�#� TW3.<� �* 34�	&� +��Z�< ����� +�5.B� ,� �.' �> ��? ��CX
&��=��i ,���� � +��Z�< α *3� �> �� ,��	 &1�> � !?W ��4 ����� ��2�

�> F<� �� 34�	 A

2x ≤ α Jx ∈ A �� ,�?� �	 P�

234�	 �.4�* u ?� �.D�q	 ,�C� A Ju 3�'�� α ?� �.fg�> *3� �� ,�?� �	 P�

*�> ���	 q�' ��? T*��� $��9 �	 ����&� �� !�* F�BX

α − ε < x �> 34�	 A ?� ,�x Jε 3�'�� F(`� *3� �� ,�?� �	 P�

2*�> ���	 ����&� +��#��� *��� �* �� �	�H� ,��CX
�� *�	 +��Z�< &��� \	�� 8� +��Z�< ���
�� ��2�

���
�� �d2�

� 3�4�	 *�3�� ?� ��3'��> W�	 ?� � &��= ��i ,���� � �* B � A +��> E�1 P�

C = {x + y : x ∈ A, y ∈ B}

2sup C = sup A + sup B 3��* ��H'

3��> F	�m 3�4�	 E �	 ��3'��> &5�56 \	��� g � f +��> E�1 P�

sup(f + g) ≤ sup f + sup g

234�(' ���X�	 ,��B� F<� 
f�� p�1 ,��B��' �* �> 3��* ��H' &��`� �	



�
��� � ����� ����� �� ��� �d

3��> F	�m 23�4�	 W�	 ?� ��3'��> � &��= ��i ,���� � �* B � A +��> E�1 P�

sup A ∪ B = max{supA, sup B}

����� ����� �	
��
 ���� ���
��

�� � +��*&� ��H' R∗ �	 �� &5�56 *�3�� ,�.1�� F�<� :�;.<* ���
�� ��2�
JR �* &A9� 7���� {#6 �	 2+��>&� ����� −∞ � +∞F�I� �* �	 R l��.N� ��

+��>&� ����� x ∈ R �� ,�?� �	

−∞ < x < +∞

,���� ���? �� R∗ �* 234�	&� E ⊆ R∗ �� ,W�	 ���> 8� +∞ Jp�1 ����� �	
�� +��Z�< 34�(' &5�56 *3� �	 ��3'��> W�	 ?� �> &���9 �* 2*��* +��Z�< &"��'

2F<� +∞
2F<� *�N�� +��#��� *��� �* �	�H� 7��e�

[F<� ��? $��9 �	 :�;.<* 
�� �* +�B5� � ]�% J\�N ������
Jx ∈ R �� ,�?� �	

x + ∞ = +∞, x −∞ = −∞,
x

+∞ =
x

−∞ = �

x > � �> &���9 �*

x · (+∞) = +∞, x · (−∞) = −∞

Jx < � �D�

x · (+∞) = −∞, x · (−∞) = +∞


��
�� �

(+∞) · (+∞) = +∞, (−∞) · (−∞) = +∞

(+∞) · (−∞) = (−∞) · (+∞) = −∞



��

[?� 3����(� &���&	 ,�"���(�

+∞− (+∞), +∞ + (−∞), � · (±∞),
±∞
±∞

��
�� ����� �����

�� z = (a, b) 3�'�� &5�56 *�3�� ?� 7��� ,�"N�? ,���� � ���
�� ��2�
+���'&� @A./� *�3�� ,���� � J��? T���� FL�

Jz� = (c, d) Jz� = (a, b) �� ,�?� �	

z� + z� = (a + c, b + d)
z� · z� = (ac − bd, ad + bc)

�� �* �> *�4&� 0�3(� ��3�� 8� �	 @A./� *�3�� ,���� � p�1 ������ �	
+��* ��H' i �	 �� (�,�) *3� :�D �� 23'�4&� ���| � � �_5' �* (�,�) � (�,�)

F4�* +����=

i� = (�,�)(�,�) = (−�,�) = −(�,�) = −�

� = (�,�) ?� :*�#.<� �	 2F<� i ]��N ,���* x� = −� ��*��� :�;.<* 
�� �* &���
2F4�' ��? $��9 �	 �� @A./� *�3�� ����&� i = (�,�) �

Jz = (a, b) �� ,�?� �	

z = (a, b) = (a,�) + (�, b) = a(�,�) + b(�,�) = a + bi

&5�56 F�BX �� a 2+��* ��H' a + bi $��9 �	 �� @A./� *�3�� F<� �.B��4
(a,�) 0f4 �	 @A./� *�3�� ��g 23���D (Im(z)) &����� F�BX �� b � (Re(z))

�	 �� (a,�) :�D�� 23'��* �� a $��9 �	 ��4��x' &5�56 *�3�� &	�B6 t��= ����
23��&� �* @A./� *�3�� ?� &'�3����? $��9 �	 &5�56 *�3�� +��> b(e�� a

z̄ F�I� �	 � +���'&� z = a + bi *3� ^�*q� �� a − bi *3� ���
�� ��2�
2+��*&� ��H'

Jw � z @A./� *3� �* �� ,�?� �	 3��* ��H' ���
�� ��2�

z + w = z̄ + w̄ P�



�
��� � ����� ����� �� ��� ��

(c ∈ R) Jcw = cw̄ P�

z · w = z̄ · w̄ P�

(n ∈ N) J(zn) = (z̄)n P�

�� �� � +��*&� ��H' |z| �	 �� z = a + bi @A./� *3� bAe� �3X ���
�� ��2�
2+��>&� ����� |z| =

√
a� + b� &5�56 *3�

3��* ��H' ���
�� �c2�

|z̄| = |z| P�

|zw| = |z| |w| P�

|z + w| ≤ |z| + |w| P�

��	����� ��
�� !��" #
�$� �% �!���

\	�� f ⊆ X × Y � 3�4�	 &"��' ,���� � �* Y � X +��>E�1 ���
�� ��2�
�> F<� X ?� &���x �� f P����*O ���AX 2+���D&� Y ,�.	 X ?� &�	�� �� f 234�	
Y ?� &���y �� f *�	 � *�* +����= ��H' Df �	 � 34�	 :34 ��	�� Y ?� ,�C� �	
2*�* +����= ��H' Rf �	 � 34�	 :34 ��	�� �� �	 X ?� �C� 8� 0X�36 �> F<�
,��	 �� �4�Z &�	�� �� f JRf = Y �D� � X �	 &�	�� �� f JDf = X �> &���9 �*

2F#D +����=
+���D&� 34�	 *�N�� B ,��	 A �	 8� �	 8� &�	�� :�D�� ���
�� ��2�
+�B��'&� � F<� *3��� B �	 A +���D �� F<� ���X�	 B � A 
�	 8� �	 8� ,�|���

2A ∼ B

F<� ��? t��= ,���* �*�	 *3��� ,�e	��

2A ∼ A JA �� ,�?� �	 &��� 2F<� Uf��� P�

2B ∼ A :�;'� JA ∼ B �D� JB � A ,�?� �	 &��� 2F<� ���5.� P�

:� ; '� B ∼ C � A ∼ B � D� JC � B JA � � ,�?� � 	 & � � � 2F<� ,3 � . � P�
2A ∼ C



��

2F<� ,?��+� ,�e	�� 8� ∼UZ
+��>&� ����� 
��g �� Nk Jk 3�'�� &��(S *3� �� ,�?� �	 ���
�� ��2�

Nk = {n : n ∈ N, n ≤ k}

2A 3�'�� ���� � �� ,�?� �	

&���.� q�' �� &"� ���� �O 2A ∼ Nk �> 34�	 ,�k :�D�� +�'��= &���.� �� A P�
2P+��>&�E�1

234�(' &���.� :�D�� +�'��= &���.��' �� A P�

2A ∼ N �> &���9 �* +���D ��YZM���4 �� A P�

234�	 ��YZM���4 �' � &���.� �' �> &���9 �* +���D ��YZ�' M���4 �� A P�

234�	 ��YZM���4 �� &���.� �> &���9 �* +�'��= ��YZ M���4 �`>�36 �� A P�

� N 
�	 ��? �|��� ���? JF<� ��YZM���4 I R�L9 *�3�� ,���� � ����� �d2�
2F<� *�N�� I

N : � � � � � . . .
I : � � −� � −� . . .

,�e	�% �	 �� f : N → I \	�� ����&� &���

f(n) =

{
n
�

34�	 ^�?n�D�
−n−�

�
34�	 *�1n�D�

234�	&� I ,��	 N �	 �4�Z � 8� �	 8� &�	�� �> F1�D �x'�*
KL� ,������ ���? ?� 8� G�� �	 3'���&�' &���.� ,���� � 8� �����
,������ � ,��	 7Ae� 
�� �> +�*�> :3��H� �d2� T�`� �* ��� J34�	 *3��� *�=
�� &���.��' ,������ � ����&� p�1 7Ae� �	 �N�� �	 2F<� ��YZ��f�� &���.��'
,������ ���? ?� &f� �	 �> &���9 �* +�'��=&� &���.��' �� Av *�> ����� 
��g

2w34�	 *3��� *�=KL�



�
��� � ����� ����� �� ��� ��

��	&�'(� � ��
�� !��"

JN ,�N �	 ����&� 23���D A ?� ���('* 8� �� A ,�.	 N ?� \	�� �� ���
�� ��2�
,�N �	 Pf : N → AO 34�	 A ?� ���('* 8� f 3��> E�1 2F1�D �x' �* �� N ∪ {�}

23��>&� :*�#.<� fn *��' ?� f(n) !�<�� *��'
,���� � �� ��g 2*�> +����= :*�#.<� q� ' f ���( '* _���' ,��	 {fn} *��' ?�
�� ��YZM���4 ,���� � �� �Y� F<� N �	 8� �	 8� ,���('* 8� *�	 ��YZM���4
�	 �� ��YZM���4 ,���� � �� ����&� �� *�> E�1 q���.� ,���('* 8� *�	 ����&�

2F4�' ���('* 8� 0f4
���( '* 8� $��9 �	 ���. 	 �� ,����� � �D� �> F<� }�e� T��< 
�� T�6

~F<� ��YZM���4 �r��q� F4�'
��YZM���4 ��YZM���4 ,���� �8� &���.��' ,���� ���? �� ����� ��2�

2F<�
�� &���.��' ,���� ���? B � ��YZM���4 ,����� � A +��> E�1 %5���6
A ,��	 N �	 f 3�'�� 8� �	 8� ,����('* UZ F<� ��YZM���4 A ��g 234�	
$��9 �	 �� N ,�.	 N �	 g ���('* 2A = {f�, f�, f�, . . .} � �.' �* JF<� *�N��

[+��>&� ����� ��?
E�1 2fm ∈ B �> ,��S �	 +��>&� ����� m 3�'�� U�3'� 
��.fg�> �� g(�)

m′ 3�'�� U�3'� 
��.fg�> �� g(n + �) 234�	 :34 ����� (n ≥ �) g(n) +��>&�
&�	�� gof \	�� b��S 
�3	 2m′ > f(n) � fm′ ∈ B �> ,��S �	 +��>&� �����

2F<� ��YZM���4 B &��� 234�	&� B ,��	 N �	 8� �	 8�
��YZM���4 ,���� � 8� ,������ � ��? �> +���D&� � �.' p�1 ,��CX ?�
,������ � 
��.fg�> ��YZM���4 ,������ � � 3�.B� ��YZM���4 �`>�36

23�.B� &���.��'
F	�m �� E 3�'�� &���.��' ,����� � ,��YZM���4 +����/	 3��> E�1 �����
�4�ZO 34�	 8� �	 8� @51 �> +��> �3�Z f : E → N 3�'�� &�	�� F<� &1�> 2+��>
E UZ *�4&� *3��� N ?� ,����� ���? �	 E $��9 
�� �* ���? PFB�' !?W �*�	
2F<� ��YZM���4 E � �.' �* F<� &���.��' E ��g 2F<� ��YZM���4 �`>�36

2+���3' f �*�	 �4�Z �	 ,?��' F��6 
�� �* �> +��>&� �x6I�
2F<� ��YZM���4 N × N 3��* ��H' ����� ��2�

,�e	�% �	 �� f : N × N → N \	��

f(m, n) = �m × �n



��

2F<� ��YZ M���4 N × N UZ F<� 8� �	 8� f ��g 23���;	 �x' �*
8� $��9 � 	 �� �� ��� �&� � > F<� �� N × N ,� �Y ZM���4 �; �* 0 � �*

F4�' q���.� ,���('*

N × N : (�,�), (�,�), (�,�), (�,�), (�,�), (�,�), . . . ,

(�, n), (�, n − �), . . . , (n,�), . . .

���('* 8� $��9 �	 �� �� ���.	 � 34�	 &���.��' ,���� � 8� A +��> E�1
N ?� ,����� ���? �	 A :�;'� 34�	 �.4�* ,���f� ,�C�� A �> &���9 �* 2F4�'
�> �� &���.��' ,���� � �� � �.' �* 2F<� ��YZM���4 A UZ 2*�4&� *3���

2F<� ��YZM���4 F4�' ���('* 8� $��9 �	 ���.	
�� ,�?� �	 �> ,��S �	 3�4�	 ���� � �* B � A +��> E�1 ���
�� ��2�
�� ,�C�� �> ,����� � 234� 	 �|�� .� Eα 3� '�� B ?� ,����� �� �? α ∈ A

n��.4� � l��.N� � {Eα}α∈A � � {Eα : α ∈ A} � � {Eα} F�I� �	 3�4�	 ��Eα

� > & ���9 �* 2*�* + � ��� = �� H ' ⋂α Eα �
⋃

α Eα � 	 7 � �� � � 	 �� � �Eα � � A >
�D� � J⋂n

m=� Em � ⋃n
m=� Em $��9 �	 �� n��.4� � l��.N� JA = {�,�, . . . , n}

F�I� 2*�* +����= ��H' ⋂∞
n=� En �

⋃∞
n=� En �	 34�	 &��(S *�3�� ,���� � A

2F<� ��En ,��A> n��.4� �� l��.N� ��x�� � F<� *��' 8� ∞
Jn &��(S *3� �� ,�?� �	 +��> E�1 ����� ��2�

En =
(

�

n + �
,�

)
, Kn =

(
�,
�

n

)
, Hn =

[
�

n
,�

]
+���* $��9 
�� �*

∞⋃
n=�

En = (�,�),
∞⋂

n=�

En = (
�

�
,�),

∞⋃
n=�

Kn = (�,�),
∞⋂

n=�

Kn = ∅,

∞⋃
n=�

Hn = (�,�],
∞⋂

n=�

Hn = [�,�].

�* 34�	 ��YZM���4 ,������ � ?� ,����('* {En} +��> E�1 ����� �c2�
?� � �Y ZM���4 l��.N� �;�* $��(� �	 2F<� � �Y ZM���4 ⋃∞

n=� En $��9 
��
2F<� ��YZM���4 J��YZM���4 ,������ �



�
��� � ����� ����� �� ��� �c

F4�' ���� &� UZ F<� ��YZM���4 En Jn �� ,�?� �	 ��g %5���6

E� = {x��, x��, x��, . . .}
E� = {x��, x��, x��, . . .}

...
Em = {xm�, xm�, xm�, . . .}

...

F4�' ���('* 8� $��9 �	 ����&� �� ⋃∞
m=� Em T�6

∞⋃
m=�

Em = {x��, x��, x��, x��, x��, x��, . . . , x�n, x�n−�, . . . , xn�, . . .}

2F<� ��YZM���4 
���	��	
���
�� ��2�

2F<� ��YZM���4 J��YZM���4 ,������ � ?� &���.� l��.N� 3��> F	�m P�

�`>�36 J� �Y ZM���4 �`>�36 ,������ � ?� &��� .� l��.N� 3� �> F	� m P�
2F<� ��YZM���4

P3��> �N�� q�' � T�`� �	O 2F<� ��YZM���4 N × N +��*&� ��H' ����� ��2�
+��> E�1

Em = {(m,�), (m,�), (m,�), . . .}

N × N UZ JN × N =
⋃∞

m=� Em ��g 2F<� � �Y ZM���4 Em �> F<� R%��
2F<� ��YZM���4

Jn ∈ N �� ,�?� �	 $��9 
�� �* 234�	 ��YZM���4 A +��>E�1 ����� ��2�
2F<� ��YZM���4 An

n ,�� Ǳ��5.<� �	 2A = {a�, a�, a�, . . .}UZ F<� ��YZM���4 A ��g %5���6
An +��> E�1 2F<� ��YZM���4 A� UZ JA� = A ��g 2+��>&� F	�m �� +f6
2F<� ��YZM���4 Ei UZ 2Ei = {(ai, b) : b ∈ An} 3��>E�1 234�	 ��YZM���4

��g

An+� = {(ai, b) : ai ∈ A, b ∈ An} =
∞⋃

i=�

Ei



��

2F<� ��YZM���4 An+� UZ
2F<� ��YZM���4 ���D *�3�� ,���� � 3��* ��H' ���
�� �d2�

2+�?�*�Z&� ��YZ�'M���4 ���� � 
�3�g &1��� �	 8���
� ?� �"'� *�	 �> 34�	 &������('* ,��A> ,���� � E +��> E�1 ����� ��2�

2F<� ��YZ�'M���4 E $��9 
�� �* 234�	 :34 0�fH� � �
F4�' ����&� UZ 234�	 ��YZM���4 A +��> E�1 P�A=O %5���6

A = {f�, f�, . . . , fn, . . .}

�	 �� g ���('* T�6 23�4�	&� fn : N → {�,�} 0f4 �	 ���('* 8� ��fn ?� !�3> ��
Jn ∈ N �� ,�?� �	 [+��>&� ����� ��? $��9

Jfn(n) = � �D� g(n) = � � fn(n) = � �D� g(n) = �

UZ Jg �= fn Jn �� ,�?� �	 ��� Jg ∈ A UZ F<� :34 0�fH� � � � ?� g *�	 ��g
2F<� KX��� 8� 
�� � g �∈ A

,��H�� @B	 �> 34�	 [�,�] ?� &���x ,���� � E +��> E�1 ���
�� ��2�
2F<� � �Y Z� 'M���4 E 3��* ��H ' 234� 	 :34 0�fH� � � � !� X�� ?� @51 �" '�

23�.B� ��YZ�'M���4 R � (�,�) �> 3�*&� ��H' E ⊆ (�,�) ⊆ R ,�e	��
,���� ���? 8� ,��6 &���.��' ,���� � �� +��*&� ��H' ����� ��2�
]�/.'� A ?� ,�C� JA �= ∅ UZ 34�	 &���.��' A +��>E�1 2F<� ��YZM���4
?� ,�C� 2F<� &"�� ' UZ F<� &���.��' A − {a�} ��g 2+��� '&� a� � :*�>
:34 ]�/ . '� A ?� an J. . . Ja� Ja� + � � > E�1 2+ � �� '&� a� � :*� > ]�/ . '� ��
�� ?� ,�C� F<� &" �� ' UZ F<� &�� � . �� ' A − {a�, . . . , an} ��g 23 �4� 	
��YZM���4 ,���� ���? Ǳ��5.<� �	 b��S 
�3	 2+��>&� ]�/.'� �� an+� 3�'��

2*�4&� ]�/.'� B = {a�, a�, . . .}
���
�� ��2�

2A ∼ A − {a} 3��> F	�m a ∈ A � 34�	 &���.��' A 3��> E�1 P�

3��> F	�m 234�	 A &���.� ,���� ���? B � 34�	 &���.��' A 3��> E�1 P�
2A ∼ A − B

F	�m 234�	 A ?� ��YZM���4 ,���� ���? B � ��YZ�'M���4 A 3��> E�1 P�
2A ∼ A − B 3��>



�
��� � ����� ����� �� ��� ��

2F<� ��YZ�'M���4 z�D *�3�� ,���� � 3��> F	�m P�

7���% �	 ,��A�N3�g8� ,�H�� z :�D�� 3���D ,�(N �� z @A./� *3� P�
2F<� ��YZM���4 ,�(N *�3�� ,���� � 3��> F	�m 234�	 R�L9

34� 	 � �� D �" '� l� �4 � q >� � �> & ���:?� 	 ,� � A > ,���� � 3 � � > F	� m Pc
2F<� ��YZM���4



� ���

�	�� ������

�����

��4� &5�56 *�3�� ,���� � �* &;.<��Z � 36 +���#� �	 &���� $��%��� �*
,�.� �,���C1 2*�>&� �#�� &�"� _5' 36 ����� �* R �* �A9�1 !�"#� 2+�34
+���#� ����&� � :34 ����� ��5' 
�	 �A9�1 !�"#� �"'� �* �> 3�.B� &������� �
7��e� F�BX �� �* 2*�* \�<�� ������ � 
��g �	 �� &���;�� � &;.<��Z � 36
:*��� &���?�*�= ,��	 &��"����� � F<� :34 
4�� l��.� ,��T�`� �	 ������ �
�* �> F<� &(��e� 0��4 JF<� :34y/H� ∗ F�I� �	 �> &��"����� 2F<� :34
2*�> T�>�� 3�	 ,�".�BX �	 �� �"'� &<��	 ����&� 2*�4&� �u��� ,3�	 ,��0-1

�	 X × X ?� &�	�� d � :*�	 &"��' ,���� � 8� X +��> E�1 ���
�� �2�
�< @���4 �* :�D�� +�'��= �A9�1 \	�� 8� �� �.� 8� �� 8��.� 8� �� d J34�	 R

[3�> p39 ��? ,�'�D

2x = y �D� @51 � �D� d(x, y) = � � d(x, y) ≥ � JX ?� y � x �� ,�?� �	 P�O

2d(x, y) = d(y, x) JX?� y � x �� ,�?� �	 P]O

JX ?� z � y Jx �� ,�?� �	 P�O

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) P&`A`� ,��B��'O
��� ����� (M. Fréchet) ���	�	 �
 ��
� ���� �� ���� �������

��



�	�� ������ �� ��� �d

8� 0�fH� d � X +���D � � J+� ��D ,�.� ,�C1 8� �� d \	� � � 	 X ,���� �
,�C1 &D*�< ,��	 � *�* +����= _���' (X, d) *��' �	 � 3��*&� ,�.� ,�C1
,���� � 8� �	 $��#.� �.� 
�3�g ����&� 3��> �N�� 2F#D +����= X ,�.�
&��`� ��? T�`� 2*��� F<* �	 �� &#A./� ,�.� ,���C1 � *�> ����� &���.��'

2F<� :34 �.1�D �� ?� ,�.� ,�C1 ����� ,:3�� �> F<�

)�7� �89 �%�

,�C1 �> 3�>&� p39 ,�.� ,�C1 @���4 �* d(x, y) = |x − y| \	�� �	 R 2� T�`�
P3��> &<��	O23���' R &<3�AX� ,�.� ,�C1 �� R &����� ,�.�

,�e	�% �	 JRn �* d \	�� 2� T�`�

d(x, y) = |x − y| =

√√√√ n∑
i=�

(xi − yi)�

3 � . B � Rn ?� :�� / �* �C� �* y = (y�, . . . , yn) Jx = (x�, . . . , xn) �� �* � >
23���D Rn &<3�AX� �� &����� ,�.� ,�C1 �> 3�*&� ,�.� ,�C1 8� 0�fH�

+��>&� ����� 234�	 @A./� *�3�� ,���� � C 3��> E�1 2� T�`�

d�(z�, z�) = |z� − z�|

d�(z�, z�) =
{ |z�| + |z�| , z� �= z� �D�

� , z� = z� �D�
23�*&� ,�.� ,�C1 0�fH� �* �� �	 C $��9 
�� �*

$��9 �	 �� X �* d \	�� 234�	 &���/�* ,���� �8� X +��>E�1 2� T�`�
+��>&� ����� ��?

d(x, y) =
{
� , x = y �D�
� , x �= y �D�

FL9 JF<� &"�3	 d ����� �	 �N�� �	 ,�.� ,�C1 ����� P]O � P�O t��=
J3�4�	 X ?� :��/�* �-�� �< z � y Jx +��> E�1 2+��>&� &<��	 �� P�O ��4

+��>&� F	�m

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),



��

�#9 0X�36 F<�� Q�S ��g JF<� �#9 ,��B��' �g Q�S :�;'� Jx = y :�D��
�� x �= z ��g � F<� 8� �g Q�S :�;'� Jx �= y :�D�� 2F<� ���X�	 UZ JF<�

2F<� ���X�	 +f6 � �.' �* 2F<� 8� 0X�36 F<�� Q�S UZ y �= z

23���' �.BBD ,�.� ,�C1 �� �q � ,�.� ,�C1 �� p�1 ,�.� ,�C1
���
�� �2�

~3�*&� ,�.� ,�C1 0�fH� ��? \	��� ?� 8� !�3> �	 R P�

d�(x, y) = (x − y)�

d�(x, y) =
√
|x − y|

d�(x, y) = |x� − y�|
d�(x, y) = |√x −√

y|
d�(x, y) =

|x − y|
�+ |x − y|

�� ,�?� �	 ~3�*&� ,�.� ,�C1 8� 0�fH� ��? \	��� ?� 8� !�3> �	 R� P�
y = (y�, y�) Jx = (x�, x�)

d�(x, y) = |x� − y�| + |x� − y�|
d�(x, y) = max{|x� − y�|, |x� − y�|}
d�(x, y) = min{|x� − y�|, |x� − y�|}

34�	 R �	 X × X ?� &�	�� d � 34�	 &���.��' ,���� �8� X 3��>E�1 P�
[3�> p39 ��? ,�'�D�* @���4 �* �>

x = y �D� �"�� � �D� d(x, y) = � P�O

JX ?� z � y Jx �� ,�?� �	 P]O

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z)

2F<� ,�.� ,�C1 8� (X, d) 3��* ��H'



�	�� ������ �� ��� ��

$�(m�,��	 Jd(x, y) ≥ � J*�4 � �.' P]O�* y = x ]�/.'� � 	 [&������� ]

K���� �	 d(x, y) ≤ d(y, x) J*�4&� � �.' 3���;	 z �	��	 �� x P]O �* ���5�
[3��&� F<* �	 ���5� Jy �	 x

(X, d) *�4 E�� Jx = y :�D�� d(x, y) = � �	 P�O ��4 :�D�� 3��* ��H'
234 3���/' ,�.� ,�C1 8�

z � y Jx �� ,�?� �	 3��* ��H' 34�	 ,�.� ,�C1 8� (X, d) 3��> E�1 P�

|d(x, z) − d(y, z)| ≤ d(x, y)

3��> F	�m J34�	 X �	 8��.� 8� d 3��> E�1 P�

d�(x, y) = min{d(x, y),�}

2F<� X �	 ���3'��> 8��.� 8�

�	 � (�,�) q>�� �	 :���* &���O X = {(x�, x�)| x�
�

+ x�
�

= �} +��>E�1 Pc
�� x �e5' �> ,�.fg�> ���> T�S �� d(x, y) JX ?� y � x �� ,�?� �	 P� l��4

���� 
��O ~F<� ,�.� ,�C1 8� (X, d) ��� 3��> ����� 23�> 09� y �	

P23��* +���� q�' :�> �	 ��

C[�,�] 234�	 [�,�] �	 ��.<��Z @A./� \	��� ,���� � C[�,�] 3��> E�1 P�∗

~3�*&� ,�.� ,�C1 0�fH� ��? \	��� ?� 8� !�3> �	

dn(f, g) =

[∫ �

�

|f(x) − g(x)|n dx

] �

n

p(f, g) = sup {|f(x) − g(x)| : � ≤ x ≤ �}

8��.� 8� ��? \	��� ?� 8� !�3> 34�	 ,�.� ,�C1 8� (X, d) 3��>E�1 P�
~F<� X �*

ρ(x, y) = dα(x, y) , � < α ≤ �

�d(x, y) ≤ k �y � x �� ���� �� �� ���� k > � � !�� ���" � �#�
��!���!��� ����
� $% & ��� '%��
( )��*�



��

p(x, y) = dα(x, y) , � < α

dn(x, y) = d(x,y)
�+n d(x,y)

, n ∈ N

\	�� �	 X ��� 34�	 [a, b] �	 ��YZT��;.'� @A./� \	��� ,���� �X 3��>E�1 P�∗

~3�*&� ,�.� ,�C1 0�fH� ��?

dn(f, g) = n

√∫ b

a

|f(x) − g(x)|n dx

+��>&� ����� 
��g �� R∗ �	 f \	�� R∗ = R ∪ {−∞,∞} 3��> E�1 P�d

f(x) =

⎧⎨
⎩

x
�+|x| , −∞ < x < ∞
� , x = ∞
−� , x = −∞

2F<� ��3'��> 8��.� 8� d 3��* ��H' 2d(x, y) = |f(x)− f(y)| 3��> E�1
∑∞

� x�n �> 34�	 {xn}∞� 3�'�� &������('* ,��A> ,���� � l� 3��> E�1 P��∗

+��>&� ����� 234�	 ��;��

d({xn}, {yn}) =

[ ∞∑
�

(xn − yn)�
] �

�

2F<� ,�.� ,�C1 8� (l�, d) 3��* ��H'
23���D $�(A�� ,�C1 8� �� (l�, d) ,�.� ,�C1

X ?� :��/�* ,��e5' p � :*�	 ,�.� ,�C1 8� (X, d) 3��> E�1 ���
�� �2�
�> ,��S �	 F<� X ?� x 3�'�� &S�5' ,���� � δ > � l��4 �	 p &;��B�� 34�	

�;�* $��(� �	 J+��*&� ��H' Nδ(p) F�I� �	 �� �� � Jd(x, p) < δ

Nδ(p) = {x| d(x, p) < δ, x ∈ X}

,���� � �

N∗
δ (p) = {x| � < d(x, p) < δ, x ∈ X}

2+���D p Q�YL� �� �.#< &;��B�� ��



�	�� ������ �� ��� ��
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3���;	 �x' �* �� &<3�AX� �.� �	 R 2� T�`�

N�(�) = (−�,�)

N�(���) = (���,���)

�	 A(a�, a�) �e5' &;��B�� 23���;	 �x' �* �� &<3�AX� �.� �	 R� 2� T�`�
Jδ l��4 �	 A q>�� �	 :���* &A=�* ��5' ,���� � ?� F<� $��(� δ l��4

Nδ(A) =
{

(x, y) |
√

(x − a�)� + (y − a�)� < δ

}

2F<� :�> 8� &A=�* ��5' ,���� � &;��B�� �� R� &<3�AX� ,�C1 �*
23���' q�' ,�D 8� �� &;��B�� Rn &<3�AX� ,�C1 �*

,�?� �	 P�2� ?� � T�`�O 34�	 �q � ,�.� ,�C1 8� X 3��>E�1 2� T�`�
Jp ∈ X��

N�(p) = {x| d(x, p) < �} = {p}

N���(p) = {x| d(x, p) < ���} = X

F#D ����&� &A> ��S �	

Nr(p) =
{ {p}, r ≤ �

X, r > �

&���

�e5' *�= 0��4 @51 � :*�	 &'�f� 34�	 8� ?� �.H�	�' �� l��4 �> &;��B�� P�O
2F<�

2F<� ,�.� ,�C1 *�= J34�	 8� ?� �.H�	 �� l��4 �> &;��B�� P]O



��

JB(x�, y�) � A(x�, y�) �� ,�?� �	 &��� +��q>�� �.� �	 R� 2� T�`�

d(A, B) = max{|x� − x�|, |y� − y�|}

?� F<� $��(� � l��4 �	 O(�,�) &;��B�� 3���;	 �x' �* ��

N�(O) = {(x, y)|max{|x − �|, |y − �|} < �}
= {(x, y)||x| < �, |y| < �}
= [−�,�] × [−�,�]

\	�� 8� &A=�* &S�5' &���

�

�

x

y

x = −� x = �

y = −�

y = �

�> &��6 �* JF<� :�> 8� ���* R� �* &;��B�� �� �> 3�*�> �x6I� 2� T�`�
�.� �	

A(a�, a�, a�) , B(b�, b�, b�)
d(A, B) = max{|a� − b�|, |a� − b�|, |a� − b�|}

~FB�g d′(A, B) = |a� − b�| + |a� − b�| + |a� + b�| �.� �	 F<� 7�f� 8�
�e5 ' 234� 	 X ,�.� ,�C1 ?� ,����� � � �? E 3� �> E�1 ���
� � c2�
23�> \eX �� E Jp ,�.#< &;��B�� �� :�D�� +���D E ,3k 6 ,�e5' 8� �� p ∈ X

bA�.� p F<� 
f�� ����� 
�� �* 2+��*&� ��H' E′�	 �� E ,3k6 ��5' ,���� �
234�(' E �	

&���9 �* P34�(' � � 34�	 E �C� F<� 
f�� �>O p 3�'�� ,��e5' 
���	�� 	
�� p ?� ��i ,�e5' 8� �* 0X�36 �� E Jp &;��B�� �� �> F<� E ,3k 6 ,�e5'



�	�� ������ �� ��� �c

FB�' E ,3k6 ,�e5' &���9 �* p 3�'�� ,��e5' � 3�>&� \eX �e5' �* �* 0X�36
J�9I= 23�> \eX Pp *�=O �e5' 8� �`>�36 �* �� E Jp &;��B�� 8� 0X�36 �>

p ∈ E′ ⇐⇒ ∀r (N∗
r (p) ∩ E �= ∅)

p �∈ E′ ⇐⇒ ∃r (N∗
r (p) ∩ E = ∅)

�� �
p �∈ E′ ⇐⇒ ∃r(Nr(p) ∩ E = ∅ �� {p})

)�7� �89 :%�

,:?�	 � &;��B�� �� ��g &�� � �∈ (�,�) �> 
�� �	 &<3�AX� �.� �	 R �* 2� T�`�
[���? F<� �� ,3k6 ,�e5' �UZ J3�>&� \eX �� (�,�)

(−r, r) ∩ (�,�) = (�, r) :�;'� r ≤ � �D� Jr �� ,�?� �	
(−r, r) ∩ (�,�) = (�,�) :�;'� r > � �D� Jr �� ,�?� �	

q� ' � � d ��g � F<� �� ,3k 6 ,�e5' (�,�) ,:?�	 ?� �e5' �� �> 3��> �N��
2F<� [�,�] J(�,�) ,3k6 ��5' ,���� � UZ F<� �� ,3k6 ,�e5'
2*��3' ,3k6 ,�e5' &��(S *�3�� ,���� � �C1 ���� �* 2� T�`�

�`>�36 N �	 N���(x) &;��B�� n��.4� Jx 3�'�� &5�56 *3��� ,�?� �	 ���?
2F<� �e5' 8�

J&<3�AX� �.� �	 R ,�.� ,�C1�* 2� T�`�

A = {�n |n ∈ N} ⇒ A′ = {�} P�O

B = { n
n+�

|n ∈ N} ⇒ B′ = {�} P]O

2F<� R�	��	 P���D *�3��O Q ,3k6 ��5' P�O

2F<� R �	��	 z�D *�3�� ,3k6 ��5' P�O

α $��9 
�� �* 34� 	 α � 	 ��;�� � q ��� . � ,�� �� ( '* {xn}∞� 3� �> E�1 P�O∗
234�	&� A = {x�, x�, . . .} ,���� � ,3k6 ,�e5'

���
�� �2�

234�	 �.4�* ,3k6 ,�e5' �< F<�* �> 3�'q	 T�`� ,����� � P�



��

234�	 N �� ,3k6 ��5' ,���� � �> 3�'q	 T�`� ,����� � P�

2A′ ⊆ B′ :�;'� A ⊆ B �D� J,�.� ,�C1 8� �* 3��* ��H' P�

23��>y/H� R &<3�AX� ,�C1 �* �� ��? ,������ � ,3k6 ��5' P�

{
n +

�

m

∣∣∣ n, m ∈ N

}
,

{
n +

�

n

∣∣∣ n ∈ N

}
,

{
�

n
+
�

m

∣∣∣ n, m ∈ N

}
,

{
�

�n
+

�

�n

∣∣∣ n ∈ N

}
,

{
�

�n
+

�

�m

∣∣∣ n, m ∈ N

}
,

{
k

�n

∣∣∣ n, k ∈ N, k ≤ �n

}
.

23�	��	 �� ��? ,������ � ,3k6 ��5' 23���;	 �x' �* �� &<3�AX� �.� �	 R� P�

{
(x, y) | y = x�

}
,

{(x, y) | y = sin x} ,

{(x, y) | y = [x]} ,{(
�

n
,
�

m

) ∣∣∣ n, m ∈ N

}
,{(

�

�n
,
�

�n

) ∣∣∣ n ∈ N

}
,{(

�

�n
,
�

�m

) ∣∣∣ n, m ∈ N

}
,{(

n,
�

n

) ∣∣∣ n ∈ N

}
,{(

n,
�

m

) ∣∣∣ n, m ∈ N

}
,{

(x, y) | y = sin
�

x
, x �= �

}
.

,:��	 �* JA ⊆ X 3��> E�1 � 3���;	 �x' �* �q � �.� �	 �� X ,���� � Pc
~F#D ����&� �g A ,3k6 ��5'



�	�� ������ �� ��� ��

,3k 6 �� 5 ' 23 �� � ; 	 � x ' �* & <3 � A X� � . � � 	 �� X = (�,�) � �� �  � P�
23�	��	 �� ��? ,������ �{

�

n

∣∣∣ n ∈ N

}
, (�,�)

p �> &���9 �* 3���D E *�#�� �e5' �� �"�� �e5' 8� �� p ∈ E ���
�� �2�
Q 2F<�"�� ,�e5' N �e5' �� JR &<3�AX� ,�C1 �* Ir `� 234�(' E ,3k 6 ,�e5'

�� �* ���? F<� *�#�� ,�e5' J�e5' �� �q � ,�.� ,�C1 �* 2*��3' *�#�� ,�e5'

2+���3' ,3k6 ,�e5' �C1
,���� � 234�	 X ,�.� ,�C1 ?� ,����� � ��? E 3��>E�1 ���
�� �d2�
�;�* $��(� �	 234�	 M*�= �	 bA�.� E ,3k6 ��5' \��N :�D�� +�'��= �.B	 �� E

F<� �.B	 E ⇐⇒ E′ ⊆ E

,� �� �  � 2E′ = [�,�] �� �? F <� � . B 	 [�,�] = E JR�* 2� T� ` �
,���� � 2F<� _�3k 6 �e5' �"�� 0��4 ���? F<� �.B	 {�,�, �

�
, �
�
, . . . , �n , . . .}

2FB�' �.B	 (�,�) ,:?�	 2FB�' �.B	 z�D *�3�� ,���� � 2FB�' �.B	 Q
F<� �.B	 &���.� ,���� � �� JA′ = ∅ ���? F<� �.B	 A = {�, �

�
, �
�
, . . . , �n}
2P~��gO

2E′ = E ���? F<� �.B	 E = {(x, y) | x� + y� ≤ �} JR��* 2� T�`�
~F<� �.B	 A��� 2A = {(x, y) | y = x�} 3��> E�1
~F<� �.B	 B��� 2B = {(x, y) | y = [x]} 3��> E�1
P~��gO 3'��.B	�* �� ∅ � �C1 *�= ,�.� ,�C1 �� �*

Ē F�I� �	 �� E FB	 JE ⊆ X � ,�.� ,�C1 X +��> E�1 ���
�� ��2�
+��>&� F	�m JĒ = E ∪ E′ &��� JE′ �	 E l��.N� ?� F<� $��(� 2+��*&� ��H'

x ∈ Ē ⇐⇒ ∀r(Nr(x) ∩ E �= ∅)

�� x ∈ E J����� b(S UZ 34�	 :��/�* r > � � x ∈ Ē 3��>E�1 %;�<� 5���6
Jx ∈ E′ �D� &�� Nr(x) ∩ E �= ∅ UZ Jx ∈ Nr(x) ∩ E :�;'� Jx ∈ E �D� 2x ∈ E′

2Nr(x) ∩ E �= ∅ UZ N∗
r (x) ∩ E �= ∅ J,3k6 ,�e5' ����� b(S :�;'�

x ∈ E +��*&� ��H' Nr(x) ∩ E �= ∅ Jr �� ,�?� �	 3��> E�1 %0=�>- 5���6
Jr �� ,�?� � 	 UZJx �∈ E 3��> E�1 2F<� ��� X� 	 +f6 Jx ∈ E �D� 2x ∈ E′ � �

2x ∈ E′ � �.' �* N∗
r (x) ∩ E �= ∅



��

���
�� ��2�

~F<� �.B	 J�2� _/	 ?� � � � ,�"����� ,������ � ?� 8� !�3> P�

2F<� �.B	 �C1 
�� �* ������ � !�3> 34�	 �q � ,�.� ,�C1 X 3��>E�1 P�

,�e5' �� p ∈ E JE ⊆ XJ34�	 ,�.� ,�C1 8� X 3��> E�1 ���
�� ��2�
34�	 ,�r &��� 34�	 E ǱqN �> 34�	 *�N�� p &;��B��8� :�D�� 3���D E &'��*

�>

Nr(p) ⊆ E


�� �	 ��	 2+��*&� ��H' E◦ F�I� �	 �� E &'��* ��5' ,���� �

p ∈ E◦ ⇐⇒ ∃r(Nr(p) ⊆ E)

JR�* 2� T�`�

N���(���) = (�,���) ⊆ (�,�) ���? F<� (�,�) &'��* ,�e5' ��� •

2F<� �� &'��* ,�e5' (a, b) ,:?�	 ?� �e5' �� •

23�.B�' �� &'��* ,�e5' &�� 3'� [a, b] ,:?�	 �C� �> �� �	 b Ja ��5' •

2F<� &'��* R ,�e5' �� •

2F<� &'��* ,�e5' Jb JaqN �	 [a, b] ,:?�	 ?� �e5' �� •

P2FB�' ,�:?�	 G�� 0��4 Q ���?O *��3' &'��* ,�e5' ���D *�3�� ,���� � •

*�= �	��	 E = {(x, y) | x� + y� < �} &'��* ��5' ,���� � JR� �* 2� T�`�
2F<� E

���
�� ��2�

[3��>y/H� �� ��? ,������ � &'��* ��5' ,���� � R� �* P�

A = {(x, y) | y = x} , B = {(x, y) | � < x < �, y = �}



�	�� ������ �� ��� �d

2A◦ =? JF<� ���� � 8� A J�q � ,�.� ,�C1 �* P�

E ,�e5' �� :�D�� J3���D ?�	 �� E ���� � X ,�.� ,�C1 �* ���
�� ��2�
&��� 34�	 &'��* ,�e5'

F<� ?�	 E ⇐⇒ E ⊆ E◦

UZ JE◦ ⊆ E :����� J&'��* �e5' ����� �	 ��	 ��g

F<� ?�	 E ⇐⇒ E = E◦

2� T�`�

�> +��>&� ,���*��O 3�.B�' ?�	 Q � N ,������ � JR &<3�AX� ,�C1 �* •
PFB�' +� �.B	 Q

2F<� �.B	 �' � F<� ?�	 �' {�n |n ∈ N} ,���� � •

2FB�' ?�	 [�,�] &�� F<� ?�	 (�,�) ,:?�	 •

2P~��gO 3'?�	 �* �� ∅ ,���� �� �C1 *�= J,�.� ,�C1 �� �* •

P~��gO F<� ?�	 ���� � �� �q � ,�.� ,�C1 �* 2� T�`�
2F<� ?�	 (�,�) × (�,�) ,���� � JR� �* 2� T�`�
2A◦ ⊆ B◦ 3��* ��H' JA ⊆ B 3��> E�1 %?=�,'

2F<� ?�	 ,���� � 8� J&;��B�� �� ,�.� ,�C1 �� �* ����� �c2�

,�.� ,�C1 �* p ,�e5' :��/�* &;��B�� 8� Nr(p) +��> E�1 %5��� 6
+���* h = r − d(x, p) ]�/.'� � 	 J3���;	 Nr(p) ?� &���/�* ,�e5' x J34�	 X

UZ d(z, x) < h :�;'� z ∈ Nh(x) �D� ���? JNh(x) ⊆ Nr(p)

d(z, p) ≤ d(z, x) + d(x, p)

≤ h + d(x, p) = r

2z ∈ Nr(p) &���



��

p

r

︷ ︸︸
︷

︸ ︷︷ ︸
d(

x,p)×
×x h

,���� � �� �> &���9 �* +���D T*��� �� X �	 d′, d 8��.� �* ���
�� ��2�
2Uf��	 � 34�	 (X, d′) �* ?�	 ,���� � 8� J(X, d) �* ?�	

8��.� �* 2� T�`�

d(x, y) = |x − y| , p(x, y) =
√
|x − y|

23�.B� T*��� JR�*
�	 {a} &'�f� ,���� � ���? FB�' T*��� �q � �.� �	 &<3�AX� �.� JR�* 2� T�`�
2FB�' ?�	 {a} &<3�AX� 8��.� �	 �> &��6 �* F<� ?�	 ,���� � 8� �q � 8��.�

� 34�	 ,�.� ,�C1 8� (X, d) 3��> E�1 2� T�`�

p(x, y) =
d(x, y)

�+ d(x, y)

$��9 
���* Jr� = r
�+r

� 34�	 :��/�* r > � 3��> E�1

p(x, y) < r� ⇐⇒ d(x, y) < r P�O

�* G +��*&� ��H ' 34� 	 (X, d) �* ?� 	 ,���� � 8� G 3� � > E�1 T�6
2F<� ?�	 (X, p)

∀x(x ∈ G ⇒ ∃r(Nr(x) ⊆ G))

�	�H� b��S �	 7Ae� 
�� Uf� 2Nr�(x) ⊆ G �> 3�*&� ��H' P�O ,�e	��
2F<�



�	�� ������ �� ��� ��

p(x, y) = � 3 4� 	 ,� . � ,� C 1 8 � (X, d) 3 � � > E� 1 %? =� , '
2F<� T*��� p �	 d 3��* ��H' 2min{d(x, y),�}

34�	 ,�.� ,�C1 8� X +��> E�1 ���
�� ��2�

2+��3�� ��H' Ec F�I� �	 �� E +�.� JX ?� E 3�'�� ���� � ��? �� ,�?� �	 P�O

Ec = {x|x ∈ X, x �∈ E}

234�	 ,3k 6 ,�e5' M��e5' �� +� � 34�	 �.B	 +� :�D�� +�'��= 0��> �� E P]O
&���

F<� 0��> E ⇐⇒ E = E′

,3k 6 ,�e5' �� E ?� ,��e5' JX ?� �e5' �� :�D �� +�'��= T�;g X �* �� E P�O
J�;�* $��(� �	 234�	 E

2F<� T�;g X �* E ⇐⇒ X ⊆ Ē (X = Ē)

&��� 234�	 &;��B�� 8� ǱqN E :�D�� +�'��= ��3'��> X �* �� E P$O

∃Nr(p) : E ⊆ Nr(p)

0��> R *�= JF<� 0��> �.B	 ,:?�	 �� JR &<3�AX� ,�.� ,�C1 �* 2� T�`�
~34�(' :?�	 $��9 �	 �> *��* *�N� 0��> ,���� � ��� JF<�

+��> E�1 2F<� T�;g R �* Q 2� T�`�

A =
{

k

�n
|k ∈ I, n ∈ N

}

2F<� T�;g q�' R �* A UZ P3��> F	�mO F<� T�;g Q �* A

2F<� T�;g R �* z�D *�3�� 2� T�`�
���
�� ��2�

2F<� T�;g Rk �* Qk 3��* ��H' P�

~F<� ��3'��> �q � ,�.� ,�C1 �* ������ � !�3> P�



��

�	 2X = X� ×X� � 3�4�	 ,�.� ,�C1 �* (X�, d�) � (X�, d�) 3��>E�1 P�
+��>&� ����� Jy = (y�, y�) � x = (x�, x�) �� ,�?�

d(x, y) = max{d�(x�, y�), d�(x�, y�)}

p(x, y) = d�(x�, y�) + d�(x�, y�)

23�*&� ,�.� ,�C1 0�fH� p � d �	 X 3��* ��H' P�O
23�.B� T*��� p � d ��k� 3�.B�' ��Bf� �C1 �* ,��&;��B�� 3��* ��H' P]O
34�	 �C1 &���.� ,*�3�� ]�CA9�6 X �> &.��6 �	 �� P�O F�BX P�O

23��* \�<��

3��* ��H' J34� 	 X ,�.� ,�C1 ?� &������� �� �? B � A 3��> E�1 P�
� > 3 � �* ��H ' & �� ` � � 	 2A◦ ∪ B◦ ⊆ (A ∪ B)◦ , A◦ ∩ B◦ ⊆ (A ∩ B)◦

2A◦ ∪ B◦ �= (A ∪ B)◦

?�	 X ,���� ���? �� 3��* ��H' J34�	 ,�.� ,�C1 8� X 3��> E�1 P�
234�	 ?�	 &'�f� ,������ � �D� �"�� � �D� F<�

&;��B�� �� n��.4� :�;'� 34�	 E ,���� � ,3k 6 �e5' p :�D�� ����� �d2�
[�;�* $��(� �	 2F<� �e5' &���.��' E �	 p

E�1 [ ∀r (N∗
r (p) ∩ E �= ∅)

+f6 [ ∀r (Nr(p) ∩ E = { �e5' &���.��' })

���	 b��S �* �	 ��CX ����	 JTW3.<� &;'�;g �	 ���� H'�* &���4� ,��	 %5���6
2*�4&�

JN∗
r (p) ∩ E �= ∅ ,3k 6 ,�e5' ����� �	 ��	 J+���D&� �x' �* :��/�* �� r P�O

3 �� 	 Jr� = d(p, x�) ]�/ . '� � 	 2+ � �� '& � x� + � � > ]� / . '� �� ?� � e 5 ' 8 �
:34 ]�/.'� xk +��> E�1 2+���'&� x� +��>&� ]�/.'� ,��e5' JN∗

r�
(p)∩E �= ∅


�3	 2+���D&� �� ?� xk+� �e5' JN∗
rk

(p) ∩ E �= ∅ ��g Jrk = d(p, xk) � 34�	
� 3'q���.� ��xk ��g 234 ]�/.'� xk ���('* Ǳ��5.<� �	 7����

∀k Nrk
(p) ⊆ Nr(p)



�	�� ������ �� ��� ��

,��S �	 34 ]�/.'� PA ∼ NO A = {x�, . . . , xk, . . .} &���.��' ,���� � UZ
�>

A ⊆ Nr(p) ∩ E.

�e5' &���.� E �	 N∗
r (p) n��.4� �> 34�	 ,r +��> E�1 P�A= ����	O P]O

*�4&� � �.' Jr� = min�≤i≤n d(p, qi) ]�/.'� �	 J34�	 qn J. . .Jq� Jq� 0��4 Ir `�
2F<� p ,�e5' �*�	 ,3k6 QI= 
�� � N∗

r�
(p) ∩ E = ∅

r
r�

p

q�××
×

×

qn×

2*��3' ,3k6 ,�e5' &���.� ,���� � G�� %�@���
$��9 
�� �* 34�	 ������ � ?� ,����� � {Eα} +��> E�1 ����� ��2�

(
⋃

α Eα)c =
⋂

α Ec
α P�O

(
⋂

α Eα)c =
⋃

α Ec
α P]O

2*�4&� ��YD�� 
���� ����� �	 ����	
+� F<� 
f�� ���� � 8� 3�*�D :3��H� 0(X ,�"��`� &S �* �> ��S ����

23�*&� �u��� 7Ae� 
�� ,:��	�* ,�.H�	 lIS� ��? ��CX 234�	 �.B	 +� � ?�	
234�	 �.B	 Ec �D� @51 � �D� F<� ?�	 E ���� � ����� ��2�

,�e5' p :�D�� 2F<� �.B	 Ec +��*&� ��H' 34�	 ?�	 E +��> E�1 %;�<� 5���6
:�; '� p ∈ E �D� �� �? 34� 	 E � 	 bA� . � 3 '�� �&� ' p 34� 	 Ec ?� &���/�* ,3k 6
UZ Nr(p) ⊆ E�> FB� ,r &��� F<� E &'��* ,�e5' p UZ F<� ?�	 E ��g

2p ∈ Ec UZ 2F<� �*�	 ,3k6 QI= 
�� � JNr(p) ∩ Ec = ∅

3��> E�1 2F<� ?�	 E +��*&� ��H' 234�	 �.B	 Ec +��> E�1 %0=�>- 5���6
Jp �∈ (Ec)′ � �.' �* (Ec)′ ⊆ Ec ��g Jp �∈ Ec UZ 34�	 E ?� &���/�* ,�e5' p

2Nr(p) ⊆ E �� � Nr(p) ∩ Ec = ∅ FB� ,� r 
���	��	
2F<� ?�	 X ����� b(S 234�	 ,�.� ,�C1 8� (X.d) 3��> E�1 2� T�`�

2F<� �.B	 ∅ 
���	��	



��

2F<� ?�	 ∅ � �.' �* 2F<� �.B	 JX UZ JX ′ ⊆ X 
��
��
∅ UZ (∅)◦ = ∅ ��g 2F<� ?�	 X � F<� �.B	 ∅ UZ ∅′ = ∅ ��g 2� T�`�

2F<� �.B	 X � F<� ?�	
����� ��2�

2F<� ?�	 J?�	 ,������ � ?� �.<* �� l��.N� P�O

2F<� ?�	 J?�	 ,������ � ?� &���.� ,�.<* �� n��.4� P]O

2F<� �.B	 J�.B	 ,������ � ?� &���.� ,�.<* �� l��.N� P�O

2F<� �.B	 J�.B	 ,������ � ?� �.<* �� n��.4� P$O

%5���6
+��*&� ��H' 234�	 ?� 	 ,������ � ?� ,����� � {Eα} +��> E�1 2P�O
FB� ,� α� UZ J34�	 ⋃α Eα?� &���/�* ,�e5' x +��> E�1 2F<� ?�	 ⋃α Eα

UZ JF<� ?�	 Eα�
��g x ∈ Eα�

�>

∃r (Nr(x) ⊆ Eα�
)


���	��	

Nr(x) ⊆
⋃
α

Eα

23 4� 	 ?� 	 ,� �� �  � & �� � . � *�3 � � En � . . .JE� JE� + � � > E� 1 P]O
J3 4� 	 :�� / �* � x ∈ ⋂n

� Ei + � � > E� 1 2F <� ?� 	 ⋂n
i=� Ei + � �*& � �� H '

� > FB� ,� ri UZ JF<� ?� 	 Ei ��g x ∈ Ei J(� ≤ i ≤ n) i � � ,�?� � 	 UZ
2Nr(x) ⊆ Nri(x) ⊆ Ei + ���* r = min�≤i≤n ri ]�/. '� � 	 T�6 JNri(x) ⊆ Ei

Nr(x) ⊆ ⋂n
i=� Ei 
���	��	

F<* �	 ,��D +�.� � ��2� ��CX ?� :*�#.<� �	 ��CX 
�� P$O � P�O ,�".�BX
��YD�� 
���� ����� �	 �� P�O F�BX � +��>&� $�(m� �� P$O F�BX @51 �> 3��&�

2+��>&�
�� ,�?� �	 UZ 34�	 �.B	 ,������ � ?� ,����� � {Fα} +��> E�1 P$O
�* ⋃

α F c
α = (

⋂
α Fα)c ��g F<� ?�	 ⋃α F c

α JP�O �	 ��	 � �.' �* 2F<� ?�	 F c
α Jα

2F<� �.B	 ⋂α Fα � �.'



�	�� ������ �� ��� �c

P�O� P]O ,�".�BX �* J*�3�� �*�	 &���.� 0(X ��CX �* +��*&� ��H' T�6
��k� F<� ?� 	 ,����� � In J(n ∈ N) In = (−�

n , �n ) 3��>E�1 2F<� ,���%
�r ��q �� ?� 	 ,������ � ?� *�3� � �� n�� .4� 
�� � 	� � 	 2FB� ' ?� 	 ⋂∞

� In = {�}
UZ J⋃∞

� Cn = (�,�] ��g &�� F<� �.B	 Cn JCn = [�n ,�] E�1 �	 2FB�' ?�	
2FB�' �.B	 �r��q�� �.B	 ,������ � ?� *�3�� �� l��.N� J&��� FB�' �.B	 ⋃∞

� Cn

23��> F	�m ��? M�� �* �	 �� 0(X ,��CX �* P�O F�BX %?=�,'

2,��D +�.� � JP]O ?� :*�#.<� �	 P�O

2�.B	 ,���� � ����� ?� :*�#.<� �	 P]O

)R !� *�% ���	����� +,)+

JUf��	 2F<� ?�	 ,����� � J?�	 ,������ � ?� *�3�� �� l��.N� +�*�> F	�m
,� rx Jx ∈ E �� ,�?� � 	 :�; '� J34� 	 X ,�C1 �* ?� 	 ,���� � 8� E :�D��

F4�' ����&� JNrx(x) ⊆ E �> FB�

E =
⋃

x∈E

Nrx(x)

��? ,��CX 234�	&� �� &;��B�� ?� &���.N� $��9 �	 ?�	 ,���� � �� J&���
23�>&� �u��� R ?�	 ,������ � ,:��	�* ,�."	 $��IS�

M���4 �`>�36 l��.N� $��9 �	 R �* &"��' � ?�	 ,���� � �� ����� ��2�
234�	&� q���.� �* �	 �* � ?�	 ,��:?�	 ?� ��YZ

,:?�	 Jx ∈ C �� ,�?� �	 234�	 &"��' � ?�	 C � C ⊆ R 3��> E�1 %5���6
2x ∈ I ⊆ C �> F<� *�N�� I 3�'�� ,?�	

&��� 34�	 ��:?�	 �� ,��A> l��.N� Ix 3��> E�1

Ix =
⋃

{I : x ∈ I ⊆ C}

,�e5' y �> 3��>E�1 2Ix ⊆ C � F<� x 0��4 ,?�	 ,:?�	 Ix �> F<� R%��
?� q���.� ,�e5' �* �� ,�?� �	 
���	��	 2Ix = Iy :�;'� y ∈ Ix �D� 34�	 C ?� ,�;�*
F 3��>E�1 T�6 23�.B� �	��	 � � � 3�.B� �3N +� ?� �� Iy � Ix Jy � x 3�'�� C

l��.N� �	��	 C �> F<� R%�� 34�	 Ix 3�'�� q���.� ,��:?�	 ,��A> ,���� �
2F<� ��YZ M���4 �`>�36 F +��* ��H' F<� &1�> F<� F ,��:?�	



��

[+��>&� ����� 
��g �� Q �	 F �	 g \	��
����� J+���'&� r(Ix) � +���D&� Ix ?� ���D *3� 8� @51 JIx ∈ F �� ,�?� �	

2F<� 8� �	 8� g +��*&� ��H' Jg(Ix) = r(Ix) +��>&�
&��� Jr(Ix) �= r(Iy) UZ JIx ∩ Iy = ∅ ��g 2Ix �= Iy JIy � Ix �� ,�?� �	

g(Ix) �= g(Iy)

Nr(p) � 34�	 X ,�.� ,�C1 ?� ,����� � ��? E +��> E�1 ����� �c2�
JNr(p) ∩ E = ∅ :�D�� 3��* ��H' 23���;	 �x' �* �� X ?� &���/�* &;��B��

&��� 2Nr(p) ∩ E′ = ∅ :�;'�

w23�>&�' \eX +� �� E′ 3�f' \eX �� E �> &;��B�� ��v

?� �� q JNr(p) ∩ E′ �= ∅ &�� Nr(p) ∩ E = ∅ �> 34�	 ,r +��>E�1 %5���6
UZ Nh(q) ⊆ Nr(p) ��g Jh = r − d(p, q) ]�/.'� �	 2+���D&� n��.4� 
��

Nh(q) ∩ E = ∅

2F<� q ,�e5' �*�	 ,3k6 QI= 
�� �

q

p

�

�

:�;'� JE ⊆ X � 34�	 ,�.� ,�C1 8� X :�D �� ����� ��2�

2F<� �.B	 Ē P�O

234�	 �.B	 E �D� @51 �D� � E = Ē P]O

$��(� �	O Ē ⊆ F :�;'� JE ⊆ F �D� F 3�'�� �.B	 ,���� � �� ,�?� �	 P�O
2PF<� E 0��4 ,�.B	 ,���� � w
��.fg�>v Ē �;�*



�	�� ������ �� ��� ��

p �∈ (Ē) UZ p ∈ (Ē)c +��>E�1 2F<� ?�	 Ē +�.� +��*&� ��H' %+A/ 5���6
� > FB � ,r UZ 2F<� E ,3k 6 ,�e 5 ' � ' � E ?� ,�� e 5 ' � ' p �  � . ' �*

� �.' �* Nr(p) ∩ E′ = ∅ J�c2� ��CX �	��	 Nr(p) ∩ E = ∅

Nr(p) ∩ Ē = Nr(p) ∩ (E ∪ E′) = (Nr(p) ∩ E) ∪ (Nr(p) ∩ E′) = ∅

Nr(p) ⊆ (Ē)c

2F<� �.B	 E JP�O �	��	 :�;'� E = Ē �D� %+B/ 5���6
2Ē = E ∪ E′ = E UZ E′ ⊆ E :�;'� 34�	 �.B	 E �D�

� � E ∪ E′ ⊆ F ∪ F ′ �  � . '�* E′ ⊆ F ′ U Z E ⊆ F �� g %+C/ 5� �� 6
2Ē ⊆ F̄ = F

&5�56 *�3�� ?� ��3'��> W�	 ?� � &"��' ,����� ���? E +��>E�1 ����� ��2�
J34� 	 � .B 	 E � D� �Y � 2α ∈ Ē $��9 
�� �* 2α = sup E +��*&� ��� X 234� 	

2α ∈ E

UZ FB�' E ,W�	 ���> α − r ��g 34�	 :��/�* � r > � 3��>E�1 %5���6
2α ∈ Ē &��� 2y ∈ Nr(α) ∩ E UZ Jα − r < y �> FB� E ?� y 3�'�� ,�C�
2F<� �� ,3k6 ,�e5' �� �� �C� ���� � 8� +��#��� �� +��Z�< J
���	��	

� � 23 4� 	 ,� . � ,�C 1 8 � (X, d) + � � > E� 1 P�C 1� �?O �� �
 � � ��2�
��? �� (Y, d) 23�*&� ,�.� ,�C1 0�fH� d \	�� �	 JY 3�'�� &"��' ,���� ���?

2F<� R ,�C1 ��? &<3�AX� �.� �	 Q Ir `� 23���D (X, d) ,�C1
2F<� R ,�.� ,�C1 ��? 8� &<3�AX� �.� �	 q�' Y = [�,�) ���� �

�� ��=�D,� ?�6 ��E6�F

�	 �� �C1��? �* &;��B�� 34�	 &���/�* &5�56 *3� r Ja ∈ Y ⊆ X +��> E�1
2+��*&� ��H' NY

r (a) F�I�

NY
r (a) = {x|d(x, a) < r , x ∈ Y }

Nr(a) = {x|d(x, a) < r , x ∈ X}
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,�.� ,�C1 ,�C1 ��? Y = [�,�) +��> E�1 Ir `� 2NY
r (a) = Nr(a) ∩ Y UZ

�34�	 R

N���(�) = (−���, +���)

NY
���(�) = [�, +���)

����=G � ��� ���D6 � G�6 ����
�,@� ?�6 ��E6�F

E ⊆ Y � 34�	 �� ,�C1 ��? Y � ,�.� ,�C1 8� X 3��> E�1 ����� �d2�
34�	 C 3�'�� X ?� ,?�	 ,���� � �D� @51 � �D� F<� ?�	 Y �* E $��9 
�� �*

2E = C ∩ Y �> ,��S �	

FB� , rp JE ?� p �� ,�?� �	 &��� 34�	 ?�	 Y �	 F(B' E +��>E�1 %;�<� 5���6
F4�' ����&� UZ 2NY

rp
(p) ⊆ E �>

E =
⋃

p∈E

NY
rp

(p) =
⋃
p∈E

(Nr(p) ∩ Y ) = Y ∩ (
⋃

p∈E

Nr(p)) = Y ∩ C

2E = Y ∩ C +� � F<� ?�	 X �* +� �> +�*�> �3�Z �� C =
⋃

p∈E Nr(p) UZ
�> ,��S �	 34�	 C 3�'�� X ?� ,?�	 ,���� � +��> E�1 %0=�>- 5���6
C Jp ∈ C UZ 2p ∈ E3��> E�1 2F<� ?�	 Y �* E +��*&� ��H' 2E = Y ∩ C

�> FB� , r UZ F<� ?�	

Nr(p) ⊆ C

�� �

NY
r (p) = Nr(p) ∩ Y ⊆ C ∩ Y = E

,��.B	 ,���� � �D� @51 � �D� F<� �.B	 Y �* E 2E ⊆ Y ⊆ X %�@��� ��%�
2E = Y ∩ C �> ,��S �	 34�	 X ?� C 3�'��

?�	 Y �* P Y �	 F(B' E +�.�O Ec UZ 34�	 �.B	 Y �* E 3��>E�1 %5���6
�� � Ec = C ∩ Y �> FB� C 3�'�� X?� ,?�	 ,���� � p�1 ,��CX �	 ��	 2F<�

2�E = Cc ∩ Y

)�� X ���� �� C '+�� �Cc �� �,�- �� )�� Y ���� �� E '+�� � �� �� Ec �.
� /���� ���
��% � �0
� 1�2 /���� �� �)#�3� )+45 �� 6#�7 $%+� �� �

x ∈ E ⇐⇒ x �∈ Ec ⇐⇒ x �∈ C ⇐⇒ x ∈ Cc ⇐⇒ x ∈ Cc ∩ Y
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2E = F ∩ Y +�*�> F	�m � +�*�> �3�Z �> ,��.B	 ,���� � F = Cc UZ
�* 2E = F ∩ Y �> 34�	 F 3�'�� X ?� ,��.B	 ,���� � +��>E�1 JUf��	
�* E 
���	��	 2F<� ?�	 Y �* Ec UZ F<� ?�	 X �* F c ��g JEc = F c ∩ Y � �.'

2F<� �.B	 Y
$��9 
�� �* 34�	

√
� �

√
� 
�	 ,���D *�3�� E 3��> E�1 %)�7�

2E = Q ∩ (
√
�,

√
�) ���? F<� ?�	 Q �* E •

2E = Q ∩ [
√
�,

√
�] ���? F<� �.B	 Q�* E •

?� ,����� ���? ����� �	 E �> &��6 �* F<� �.B	 +� � F<� ?�	 +� Q �* E UZ
P~��gO F<� �.B	 �' � F<� ?�	 �' R �* JR

%?=�,'

3��> F	�m ����� �	 �N�� �	 P�

2F<� �.B	 +� � F<� ?�	 +� Q �* E P�O
2F<� �.B	 �' � F<� ?�	 �' R �* E P]O

���-� ���	�����

X ,�.� ,�C1 ?�	 ,������ � ?� ,����� � {Cα}α 3��> E�1 ���
�� ��2�
2E ⊆ ⋃

α Cα :�D�� F<� E ⊆ X ?�	 _4�Z 8� {Cα} 3���D 34�	
%)�7� �89 ��%�

?�	 _4�Z 8� {(�,�)}UZ J(�,�) ⊆ (�,�) ��g JR &<3�AX� ,�C1 �* •
2F<� (�,�) ,�C� 8�

_4�Z 8� {(−�,���), (�,�)} UZ J(�,�) ⊆ (−�,���) ∪ (�,�) ��g •
2F<� (�,�) ?�	

8 � {In} U Z (�,�) ⊆ ⋃∞
r=� In �� g J(n ∈ N) In = (�n ,�) E� 1 � 	 •

2F<� (�,�) ��YZ M���4 ?�	 _4�Z

(�,�) ⊆ ⋃
�<x≤� Ix $��9 
���* � < x ≤ � �> Ex = (�, x) 3��>E�1 •

2F<� (�,�) ��YZ�' M���4 _4�Z 8� {In}UZ
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3���;	 �x' �* &<3�AX� �.� �	 �� R

2F<� N &���.� ?�	 _4�Z 8� F� = {(�,∞)}UZ JN ⊆ (�,∞) ��g •

N ��YZ M���4 ?�	 _4�Z 8� F� = {In}∞� J(n ∈ N) In = (�, n) E�1 �	 •
2F<�

?� 	 _ 4� Z 8 � F� = {Cn}∞� J(n ∈ N)Cn = (n − �
�
, n + �

�
) E� 1 � 	 •

2F<� N q���.� �* �	 �* � ��YZM���4

2FB�' N �3'�4�Z �	 �*�X F� �� F� ,�C�� ?� &���.� *�3�� G�� �����
� 3���;	 �x' �* �q � �.� �	 �� R

(�,�) ,�C� 8� ?�	 _4�Z 8� F� = {[�,�]}UZ (�,�) ⊆ [�,�] ��g •
2F<�

M���4 ?�	 _4�Z 8� Fr = {{x}|� ≤ x ≤ �} UZ (�,�) ⊆ [�,�] ��g •
2F<� (�,�) ��YZ�'

���
�� ��2�

,?�	 _4�Z J��? ,������ � ?� �.<* !�3> A = {�, �
�
, . . . , �n , . . .}E�1 �	 P�

~F<� A ,��	

(n ∈ N) In =
(

�
n+�

, n
n+�

)
P�O

(n ∈ N) Jn =
(
�
n − �

(n+�)�
, �n + n

(n+�)�

)
P]O

(n ∈ N) Hn =
(
�
n − �

n+�
, �n + �

n+�

)
P�O

�� :�D�� 3��� ' :*�H1 �� X ,�.� ,�C1 ?� E ,���� � � �? ���
�� ��2�
3�'�� E ?�	 _4�Z �� ,�?� �	 &��� 234�	 &���.� &H4�Z ��? ,��6 JE ?�	 _4�Z

�> 34�	 Cαn J. . . JCα�
JCα�

3�'�� �� Cα?� &���.� *�3�� J{Cα}

E ⊆ Cα�
∪ Cα�

∪ · · · ∪ Cαn

%)�7�

P~��gOF<� :*�H1 &���.� ,���� � �� •
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�*�X �� ,�C�� ?� &���.� *�3�� G�� �> *��* ,?�	 _4�Z ���? FB�' :*�H1 R •
2R =

⋃∞
� (−n, n) Ir `� FB�' R �3'�4�Z �	

&���.� *�3�� G�� &�� (�,�) ⊆ ⋃∞
� ( �

n+�
,�) ���? FB�' :*�H1 (�,�) :?�	 •

2FB�' (�,�) �3'�4�Z �	 �*�X _4�Z ,�C�� ?�

,��	 &���/�* _4�Z 3��	 F<� :*�H1 ,����� � +��* ��H' �> 
�� ,��	 �����
�� 3�'��.	 �> +��> �3�Z ���g �� �� ,�C�� ?� &���.� ,*�3�� � +���;	 �x' �* ��

23�'�4�V	 �� ���� �
,��	 ,?�	 _4�Z 3��	 FB�' :*�H1 E 3�'�� ,����� � +��> F	�m �> 
�� ,��	
234�(' E �3'�4�Z �	 �*�X _4�Z 
�� ,�C�� ?� &���.� *�3�� G�� �> +��> �3�Z E

2N ⊆ ⋃∞
� In +���* JIn = (n − ���, n + ���) E�1 �	 Ir `� FB�' :*�H1 N

2FB�' N �3'�4�Z �	 �*�X _4�Z �� ,�C�� ?� &���.� *�3�� G�� ��k�
JR &<3�AX� ,�C1 �* %?=�,'

2FB�' :*�H1 A = {�, �
�
, . . . , �n , . . .} 3��* ��H' P�

2F<� :*�H1 A = {�,�, �
�
, . . . , �n , . . .} 3��* ��H' P�

2FB�' :*�H1 Q 3��* ��H' P�

�.B	 �� ?�	 �C1 ��? �* F<� 
f�� ���� � 8� �> +�*�> �x6I� ��2� T�`� �*
�> *�* +����= ��H' ,3�	 ,��CX �* 234�(' t��= 
�� ,���* �C1 �* &�� 34�	

2Uf���	 � F<� :*�H1 q�' �C1 *�= �* 34�	 :*�H1 �C1 ��? �* ,����� � �D�
:*�H1 X �	 F(B' K $��9 
�� �* 2K ⊆ Y ⊆ X +��> E�1 ����� �c2�

234�	 :*�H1 Y �	 F(B' K�D� @51 � �D� F<�

?�	 _4�Z 8� {Vα} +��> E�1 � 34�	 :*�H1 X �	 F(B' K +��> E�1 %5���6
�	 �d2� ��CX �	 ��	 P3'?�	 Y �* �� Vα � K ⊆ ⋃

Vα &���O 34�	 Y �* K :��/�*
�* K ��g JK ⊆ ⋃

α Cα UZ Vα = Cα ∩ Y �> FB� X ?� ,?�	 Cα Jα �� ,�?�
�> FB� Cαn J. . .JCα�

JCα�
Ir `� �"'� �* &���.� *�3�� � �.' �* F<� :*�H1 X

UZ K ⊆ Y ��g � K ⊆ ⋃n
i=� Cαi

K ⊆ Y ∩ (
n⋃
�

Cαi) =
n⋃

i=�

(Y ∩ Cαi) =
n⋃

i=�

Vαi
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,��	 &���/�* ?�	 _4�Z {Cα} � 34�	 :*�H1 Y ,�C1 �* K +��>E�1 JUf���	
Vα J�d2� ��CX �	 ��	 JVα = Y ∩ Cα +��*&� ���X 34�	 X ,������ � ��? ?� K

� F<� ?�	 Y �*

K ⊆ ⋃
Cα

K ⊆ Y

}
=⇒ K ⊆ Y ∩ (

⋃
α

Cα) =
⋃
α

(Y ∩ Cα) =
⋃
α

Vα

*�3�� UZ F<� :*�H1 Y ,�C1 �* K ��g F<� Y �* K ?�	 _4�Z {Vα}α UZ
�> FB� αn � . . . Jα� Jα� 3�'�� U�3'� &���.�

K ⊆
n⋃

i=�

Vαi ⊆
n⋃

i=�

Cαi

~F<� :*�H1 Q ,�C1 ��? �* E ��� JE = Q ∩ (
√
�,

√
�) 3��> E�1 %)�7�

:*�H1 R �* E UZ (E′ = [
√
�,

√
�]) FB�' � .B 	 R &<3�A X� ,�C1 �* E

2FB�' :*�H1 q�' Q�* E 
�� �	 ��	 FB�'
2F<� :34 ���	 ��? ,����CX �* :*�H1 ,������ � ?� ,�;�* t��=

2F<� �.B	 :*�H1 ,���� � �� ,�.� ,�C1 �� �* ����� ��2�
+��*&� ��H' 34�	 X ,�.� ,�C1 �* :*�H1 ,����� � ��? K +��> E�1 %5���6

2F<� ?�	 Kc

?� q �� ,�?� �	 
�� �	 ��	 Jx �∈ K UZ 34�	 Kc ?� &���/�* ,�e5' x +��>E�1
JK ⊆ ⋃

q∈K Nrq(q) F4�' ����&� Jrq = �
�

d(x, q) +��*&� ���X d(x, q) > � JK
&��� 3'�4� Z&� �� K ��&;��B�� ��?� &��� .� *�3� � UZ F<� :*�H1 K ��g

F4�' ����&�

K ⊆
n⋃

i=�

Nri(qi)

:�;'� Jr = min{r�, r�, . . . , rn} �D� T�6

(� ≤ i ≤ n) Nr(x) ∩ Nri(qi) = ∅

Nr(x) ⊆ Kc� � Nr(x) ∩ K = ∅ � � . ' �* Nr(x) ∩ (
⋃n

i=� Nri(qi)) = ∅ UZ
2F<� Kc &'��* ,�e5' x &���
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2FB�' :*�H1 UZ FB�' �.B	 (�,�) ,:?�	 •

2FB�' :*�H1 UZ FB�' �.B	 (�,∞) ,:?�	 •

23 � . B � ' :*� H 1 U Z 3 � . B � ' � . B 	 �� g � �? ,� �� �� �  � •
A = {�n |n ∈ N} , B = { n

n+�
|n ∈ N}

[R� &<3�AX� ,�C1 �*

C = {(x, y)| y = [x]} , D = {(x, y)| y = sin
�

x
, x �= �}

2F<� ��3'��> :*�H1 ,���� � ��? �� ,�.� ,�C1 �� �* ����� ��2�

��g 234�	 X ,�.� ,�C1 �* ,�:*�H1 ,���� � ��? K +��> E�1 %5���6
&;��B�� &���.� *�3�� �> *�4&� � �.' K &D*�H1 �	 ��	 K ⊆ ⋃

x∈K N�(x)

�> FB� N�(xn) J. . .JN�(x�)JN�(x�) 3�'��

K ⊆
n⋃

i=�

N�(xi)

]�/.'� �	 T�6

h = max
�≤i≤n

d(x�, xi) + �
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F4�* +����=

K ⊆ Nh(x�)

%?=�,'

23��> ���	 �� ��? ,������ � �*�(' :*�H1 0��* JR &<3�AX� ,�C1 �* P�
N P]O R P�O

(�,∞) P$O Q P�O
[�,∞) P�O

23��> ���	 �� ��? ,������ � ��? �*�(' :*�H1 0��* JR� &<3�AX� ,�C1 �* P�

A = {(x, y)| y = sin x} P�O
B = {�n + �

m | n, m ∈ N} P]O
C = {(x, y)| y = �

x} P�O
R� P$O
Q� P�O

!?WO 2F<� :*�H1 J:*�H1 ,���� � 8� �.B	 ,���� � ��? �� ����� ��2�
�.B	 ,������ � ��? !��� 34�	 :*�H1 ,����� � �D� 34�	 :*�H1 �C1 *�= FB�'

P2F<� :*�H1 ��

� �? F � 34� 	 X ,�.� ,�C1 �* :*�H 1 ,����� � K +� � > E�1 %5��� 6
2F<� :*�H1 F +��>&� F	�m 2+���D&� �x' �* �� K ?� ,��.B	 ,���� �

&H4�Z J{Fα} �	 F c p�L�� � 	 34�	 F :��/�* � ?� 	 _4�Z {Fα} +��> E�1
+����&� F<* �	 K ,��	

F ⊆ K ⊆ X = F ∪ F c ⊆ (
⋃
α

Fα) ∪ F c

�� K �> FB� *�N�� 3�3N _4�Z 
�� ?� &���.� ,*�3�� UZ F<� :*�H1 K ��g
F4�' ����&� $��9 �� �* 34�(' &���.� *�3�� �� �qN F c F<� 
f�� 23'�4�Z&�

K ⊆ Fα�
∪ Fα�

∪ · · · ∪ Fαn ∪ F c
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2F<� :*�H1
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�� �* JF<� &"��' �"'� ?� &���.� *�3�� �� n��.4� �> ,��S �	 34�	 X ,�.�⋂

α Kα �= ∅ $��9

*� 4& � � � . ' ,� � D + � . � � 	 J⋂α Kα = ∅ 3 � � > E� 1 P� A =O %5� �� 6
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⋃
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α
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α

&���.� ,*�3�� UZ 2F<� :*�H1 Kα�
��g J+�*�> �3�Z Kα�
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= ∅
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⋂∞
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∀x
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N∗

rx
(x) ∩ A = ∅
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�> ,��S �	 F<� *�N�� Nrx(x) 3�'�� &;��B�� 8� Jx ∈ E �� ,�?� �	 UZ
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3 �� 	 UZ F<� :*�H 1 E ��g 3� .B� E ,�� 	 ,?� 	 _4� Z � �&; ��B�� ��
F4�' ����&� � �.' �* 3'�4�V	 �� E �"'�?� &���.� ,*�3��

A ⊆ E ⊆
n⋃

i=�

Nri(xi)

F<� �e5' 8� �`>�36 !�3> �� �	 A n��.4� ��k� 2A ∩ (
⋃n

i=� Nri(xi)) = A UZ
2F<� 0S�	 �A=E�1 UZ F<� &���.� A &���

JR &<3�AX� ,�C1 �* 2� T�`�

2FB�' :*�H1 R UZ JN′ = ∅ � F<� &���.��' N � N ⊆ R P�O

2FB�' :*�H1 N UZ JN′ = ∅ � F<� &���.��' N � N ⊆ N P]O

2FB�' :*�H1 Q UZ JN′ = ∅ � F<� &���.��' N � N ⊆ Q P�O

2A′ = ∅ � F<� &���.��' A = {�n |n ∈ N} ���? FB�' :*�H1 (�,�) ,:?�	 P$O

23���;	 �x' �* �q � �.� �� d � 34�	 &���.��' ,���� �8� X 3��>E�1 2� T�`�
2A′ = ∅ � A ⊆ A ���? FB�' :*�H1 �C1 
�� �* A 3�'�� &���.��' ,���� � ��? ��
J� . ( �� 23 � .B� :*�H1 &�� � . � ,������ �� �? @51 �q � ,�.� ,�C1 �* UZ

23�.B� :*�H1 ,�.� ,�C1 �* &���.� ,������ ���?



�	�� ������ �� ��� ��

J�q � ,� . � ,�C 1 �* 3 � �* �� H ' J& D*�H 1 � �� � � ?� :*� # . <� � 	 %? =� , '
23�.B�' :*�H1 &���.��' ,������ �

:*�H1 &�� 3�.B� ��3'��> � �.B	 �q � ,�.� ,�C1 �* &���.��' ,������ �
23�.B�'

2+�?�*�Z&� P Rk �* &A> ��S �	O R �* :*�H1 ,������ �t��= �	 8���
2+��>&� ����� �� ,3�	 k ,:� 6 �3.	�

� A = (a�, a�, . . . , ak) 3 � '� � � e 5 ' �* � � ,�?� � 	 �� �
 � � ��2�
�� ,3�	 k ,�.B	 ,:?�	 J(� ≤ i ≤ k) ai < bi ��4 �	 JRk ?� B = (b�, b�, . . . , bk)

+��>&� ����� � :*�* ��H' [A, B] F�I� �	 �� ,3�	 k ,:� 6

[A, B] = {(x�, . . . , xk) : ai ≤ xi ≤ bi , � ≤ i ≤ k}

�� �
[A, B] = [a�, b�] × [a�, b�] × · · · × [ak, bk]

2F<� ,3�	 8� ,�.B	 ,:?�	 �� k ]�CA9�6 ,3�	 k ,:?�	 �� �;�* $��(� �	
�< ,:?�	 � F<� B � A 0	�5� )��� �* �> F<� 0�e.B� PR� �*O ,3�	 �* ,:?�	

2F<� �eX ,�".'� �* B � A �> F<� &A�e.B� 7�f� ,3�	

�

�

x

y

x = a� x = b�

y = a�

y = b�

A

B

�* UV< � R �* �3.	� 2+�?�*�Z&� �.B	 ,��:?�	 ,:?�	 �* &.�9�= ���	 �	 T�6
2Rk

,��S �	 34�	 R �* �.B	 ,��:� 6 ?� ,����('* {In} +��> E�1 ����� ��2�
$��9 
�� �* JIn+� ⊆ In �>

∞⋂
i=�

In �= ∅



��

K = {b�, b�, . . . , bn, . . .} � E = {a�, a�, . . . , an, . . .} � In = [an, bn]E�1 �	 %5���6
an UZ an ≤ an+�Jbn+� ≤ bn Jn �� ,�?� �	 UZ [an+�, bn+�] ⊆ [an, bn] ��g

:�;'� J3�4�	 :��/�* &��(S *3� �* n � m :�D�� JF<� &��q' bn � ,*��9

an ≤ an+m ≤ bn+m ≤ bm

!���#��� � E !���Z�< UZ 2F<� K 
�u�Z ���> an �� � E ,W�	 ���> bm �� UZ
Jm �� ,�?� �	 ��g β = inf K � α = sup E E�1 �	 F<� *�N�� �* �� K

∀n an ≤ bm ⇒ α ≤ bm ⇒ α ∈ Im ⇒ α ∈
∞⋂

i=�

Im

F4�' ����&� 
��
�� 2⋂∞
� Im �= ∅ &���

∀m an ≤ bm ⇒ an ≤ β ⇒ β ∈ In ⇒ β ∈
∞⋂

i=�

In

2⋂∞
i=� In = [α, β] :�;'� α �= β�D� UZ

�H'�� ��
�,@� I= �EJ
F�I� �	 �� (X, d) ,�.� ,�C1 ?� A &"��' ,���� ���? �eX ���
�� ��2�

+��>&� ����� � :*�* ��H' diamA

diamA = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}

2F<� &���.� A�eX +���D JdiamA < ∞ :�D��
%?=�,'

����� b(SO 34�	 (X, d) ,�.� ,�C1 �* ��3'��> ,����� � E3��>E�1 P�
2F<� &���.� E �eX 3��* ��H' P$2��2�

diamE = diamĒ 3��* ��H' P�

:�D�� +���D ��3'��> �� d J34�	 ,�.� ,�C1 8� (X, d) 3��> E�1 ���
�� ��2�
�> ,��S �	 34�	 *�N�� k > � 3�'�� ,*3�

∀x, y(d(x, y) ≤ k)

23���D ��3'��> �� (X, d) ,�.� ,�C1 $��9 
�� �* 2diamX ≤ k �;�* $��(� �	
%)�7�



�	�� ������ �� ��� �d

2F<� ��3'��> d(x, y) = |x−y|
�+|x−y| �.� �	 ��k� 2FB�' ��3'��> bAe� �3X �.� �	 R P�

2F<� ��3'��> ,�.� ,�C1 8� J�q � ,�.� ,�C1 P�

�	 Jk ∈ N 34�	 ,3�	 k ,��:� 6 ?� ,����('* {In}∞� +��> E�1 ����� �c2�
2⋂∞

� In �= ∅ $��9 
���* JIn+� ⊆ In �> ,��S
(� ≤ r ≤ n) Irn �� �* �> In = I�n

× I�n
× I�n

× · · · × Ikn +��> E�1 %5���6
3�*&� � �.' In+� ⊆ In ,�e	�� 2F<� ,3�	 8� ,:� 6

∀ r : Irn+�
⊆ Irn

� �.' �* Jxr ∈ ⋂∞
n=� Irn �> FB� ,xr J��2� ,��CX �	 ��	 UZ

(x�, x�, . . . , xk) ∈
∞⋂

n=�

Irn

2F<� :*�H1 ,3�	 k ,:� 6 �� ����� ��2�
���X J34�(' :*�H1 �> 34�	 I 3�'�� ,3�	 k ,:� 6 +��> E�1 %+K�L/ 5���6

3��*

I = [a�, b�] × [a�, b�] × · · · × [ak, bk]

UZ FB� ' :*�H 1 I ��g 2(diamI = |I|) |I| =
√∑k

�(bk − ak)� 3� � > E�1
I �3'�4� Z � 	 �*� X Gα ?� &�� � . � *�3� � G�� �> *��* {Gα}α 3� '� � ,?� 	 _4� Z
F�BX �* �	 I ,:3��* 0�fH� ,��:?�	 ?� !�3> �� ci = ai+bi

�
]�/.'� �	 2FB�'

F<* � 	 ,3 � 	 k ,:� 6 �k 7� �� � 
 �3 	 23 '� 4& � + � B 5 � [ci, bi] � [ai, ci]

@<�� �> F<� *�N�� �k 
�� ?� &f� 0X�36 � JF<� I �"'� l��.N� �> +����&�
!�3> �� �D� &��� J$��9 
�� ��i �* O 3'�4&�' :3'�4�Z ��Gα ?� &���.� *�3�� G��
I� �� �� P*�4&� :3'�4�Z &���.� *�3�� @<�� +� I *�4 :3'�4�Z &���.� *�3�� @<��
,3�	 k ,:� 6 �k l��.N� $��9 �	 ����&� q�' �� I� �	�H� b��S �	 2+���'&�
23'�4�Z ��Gα ?� &���.� *�3�� G�� @<�� ����&�' �� �� �� ?� &f� 0X�36 �> F4�'
k ,��:� 6 ?� {In}∞� ,���( '* PǱ��5.<�O 0�� 
�� ,���*� � 	 2+��� '&� I��� ��

F<� ��? t��= ,���* �> +����&� F<* �	 �� ,3�	



��

�

�

x

y

a� c� b�

a�

c�

b�

· · · ⊆ In+� ⊆ In ⊆ · · · ⊆ I� ⊆ I P�O

2FB�' In �3'�4�Z �	 �*�X ��Gα ?� &���.� *�3�� G�� P]O

2|In| = |I|
�n Jn �� ,�?� �	 P�O

α� UZ p ∈ ⋂∞
� In +��>E�1 2F<� &"��' ⋂∞

� In J�c2� ,��CX � P�O �	 ��	
�� n T�6 JNr(p) ⊆ Gα�

�> FB� ,� r F<� ?�	 Gα�
��g Jp ∈ Gα�

�> FB� ,�
P]O QI= 
�� � In ⊆ Gα�

$��9 
�� �* J |I|
�n < r �> +��>&� ���.=� ��q	 ���g

2F<�
R �* �.B	 :?�	 �*�	 :*�H1 ,��	 P����� ?� +�5.B�O ,�;�* M�� ��? T�`� �*

2*�4&� �u���
{Gα} +��> E�1 2F<� :*�H1 I = [�,�] ,:?� 	 +��*&� ��H' ��� �� ��2�
2F<� ?�	 Gα�

��g J� ∈ Cα�
�> FB� ,α� 234�	 I ,��	 &���/�* ?�	 _4�Z

,���� � A +��>E�1 T�6 2[�, r) ⊆ Gα�
�� (−r, r) ⊆ Gα�

�> FB� ,� r UZ
*�4&� :3'�4�Z �� Gα?� &���.� *�3�� @<�� [�, x] �> 34�	 I ?� &��� x

A =

{
x| ∃α�, . . . , αn : [�, x] ⊆

n⋃
i=�

Cαi

}

� �.' �* F<� ��3'��> A UZ A ⊆ I � J r
�
∈ A Ir `� ���? JA �= ∅ �> F<� R%��

Jp �= � �D�Jp = � +��*&� ��H' p = supA +��> E�1 2F<� *�N�� A !���Z�<
� > FB� ,r JGα�

�*� 	 ?� 	 � 	 � � 	 p ∈ Gα�
� > FB� ,�α� UZ p ∈ I �� g

@<�� UZ [�, p− r
�
] ⊆ A ��g J(p− r

�
, p + r

�
) ⊆ Gα�

�� � J(p− r, p + r) ⊆ Gα�



�	�� ������ �� ��� ��

J&�� � . � *�3 � � 
 �� � 	 Gα�
�*�q 1� � 	 2*� 4&� :3 '� 4� Z � � Cα?� &�� � . � *�3 � �

�*�	 !���Z�< QI= 
�� 2*�4&� :3'�4�Z�� Gα &���.� *�3�� @<�� q�' [�, p + r
�
]

��<� ����� ?� :*�#.<� �	 ���� � 8� &D*�H1 $�(m� Wr ���� 2p = �UZ F<� p
23���D T�	������� ,��CX �� P]O� P�O �*�	 T*��� ��? ,��CX �* 2FB�'

23��*��� ��? ,:��qD �< $��9 
�� �* E ⊆ Rk +��> E�1 ����� ��2�

2F<� ��3'��> � �.B	 E P�O

2F<� :*�H1 E P]O

2*��* E �* ,3k6 ,�e5' 8� 0X�36 E &���.��' ,���� ���? �� P�O

�> FB� I 3� '�� J,3�	 k ,:� 6 UZ F<� ��3 '��> E ��g [P�O⇒P]O ����	
P��2� ,��CXO F<� :*�H1 E UZ F<� �.B	 E � :*�H1 I ��g JE ⊆ I

2F<� :34 $�(m� ��2� ,��CX &S F�BX 
�� [P]O⇒P�O ����	

P�A=O 34�(' ��3'��> E �D� JF<� ��3'��> E +��*&� ��H' �3.	� [P�O⇒P�O ����	
&���

∀n ∃x (x ∈ E & |x| > n)


�3	 J|xn| > n �> FB� E ?� ,xn J(n = �,�,�, . . .) Jn�� ,�?� �	 UZ
F<* � 	 E?� A = {x�, x�, . . . , xn, . . .} &�� � . �� ' ,��� � �� �? 7 � �� �

2F<� E�1 QI= 
�� � *��3' ,3k6 ,�e5' Rk�* &.6 �> +����&�

E ?� &���/�* ,36 ,�e5' p +��>E�1 2F<� �.B	 E +��*&� ��H' T�6
&"��' N∗

�

n

(p) ∩ E ,���� � Jn �� ,�?� �	 ,3k 6 ,�e5' ����� �	��	 234�	
+��>&� ]�/.'� JF<�

xn ∈ N∗
�

n

(p) ∩ E

2p ∈ E UZ F<� A ,3k6 ,�e5' �"�� p� F<� &���.��' A �> F<� R%��

�> 3��> �Nk �� 234 &1��� P�O� P�O &��� &D*�H1 ,��	 &�*��� ��2� ,��CX �*
�3X �.� �	 ���D *�3�� ,���� � Ir `� 23�.B�' T*��� ,�.� ,�C1 �� �* P]O � P�O



��

�C1 
�� �* E = Q ∩ (
√
�,

√
�) ,���� ���? �> +�3�*23���;	 �x' �* �� bAe�

,���� � �q � �.� �	 R ,�C1 �* 
��
�� 2FB�' :*�H1 ��k� F<� ��3'��> � �.B	
2FB�' :*�H1 ��k� F<� ��3'��> � �.B	 [�,�]

7Ae� 
�� ,3�	 ,�".�BX �* 23�.B� T*��� P�O � P]O ,�.� ,�C1 �� �*
234 3���= F	�m

)��.4���� ,��CX �	 �> �� � �? ,��CX J0(X ,��CX ?� ,�� �. ' ����� �	
2+��>&� $�(m� F<� Q����

2*��* Rk �* ,3k6 ,�e5' 8� Rk ��3'��> � &���.��' ,���� ���? �� %�@���
UZ F<� ��3'��> ��g 34�	 ��3'��> � &���.��' � E ⊆ Rk +��>E�1 %5���6
,��CX P�O F�BX �	 ��	 � �.' �* JE ⊆ I �> FB� I 3�'�� ,3�	 k ,:� 6

2*��* I �* ,3k6 ,�e5' 8� 0X�36 J��2�
�> 34�	 Rk ,��&;��B�� ,��� ,���� � {Gα}α +��>E�1 ����� �d2�
�* 234�	 Rk �* &���/�* ?�	 ,���� � S 234�	 ���D �� �� l��4 � q>�� $�-./�

2x ∈ Gα ⊆ S �> FB� ,α JS ?� x �� ,�?� �	 $��9 
��
��g Jx = (x�, . . . , xn) Jx ∈ S � Rk �* ,?�	 ,���� � S +��> E�1 %5���6
]�/.'� 
��g �� yi ,���D *3� T�6 2Nr(x) ⊆ S �> FB� ,� r UZ F<� ?�	 S
+ �� � D&� 
� �g �� q ,� �� D *3� q � ' � (� ≤ i ≤ k) |xi − yi| < r

�
√

k
+� � >&�

$��9 
�� �* r
�

< q < r
�

|y − x| =

√√√√ k∑
�

(xi − yi)� ≤ r

�

+���* q�' � x ∈ N r
�
(y) ⊆ Nq(y) UZ

Nq(y) ⊆ Nr(x) ⊆ S

2+�*�> �3�Z 34�	 x 0��4 � S �qN �> {Gα} ?� ,�C� UZ
�� $��9 
�� �* JE ⊆ Rk 3��> E�1 P��3��� _4�Z ,��CXO ����� ��2�

234�	&� ��YZ M���4 �`>�36 _4�Z��? 0��4 E ?�	 _4�Z

&���/�* ?�	 _4�Z {Gα}� 34�	 Rk �* ,����� ���? E +��> E�1 %5���6
�> +��>&� �3�Z {Gα} ?� ��YZ M���4 �`>�36 ,����� ���? 23���;	 �x' �* E ,��	

23'�4�Z&� �� E



�	�� ������ �� ��� ��

Rk�* �� &;��B�� ,��� ,���� � C = {A�, A�, . . . , An, . . .} +��> E�1
M���4 �`>�36 ,����� ���? G 8�> �	 34�	 ���D �� �� l��4 � q>�� �> 34�	

23'�4�V	 �� E �> +��>&� �3�Z {Gα} ?� ��YZ
,��CX �	 ��	 x ∈ Gα�

�> FB� ,α� UZ 34�	 :��/�* � x ∈ E +��> E�1
�� �� &�� 3'���B	 l�' 
�� ?� &��� Ak Jx ∈ Ak ⊆ Gα�

�> FB� ,k P�d2�O 0(X
U�3'� 
��.fg�> mx +��> E�1 2+��>&� ]�/.'� F<� �.�> ��� ?� �� U�3'� �>

F4�' ����&� UZ x ∈ Amx ⊆ S�> ,��S �	 34�	

E ⊆
⋃

x∈E

Amx

�� E � > + �*� > �3 � Z C ?� � �Y Z M�� �4 � ` >�36 ,�� �� � �� �? b �� S 
 �3 	
�	 J{Gα}α ?� ��YZ M���4 �`>�36 ,���� ���? �*��� F<* �	 ,��	 23'�4�Z&�
3�> p39 Akx ⊆ Gα ��4 �* �> �� Gα ?� &f� Akx 3� '�� ,���� � �� ,�?�

23'�4�Z �� E �> +�.1�� Gα ?� ��YZ M���4 �`>�36 *�3�� UZ 2+��>&� ]�/.'�
_4� Z � �? �> *��* ,?� 	 _4� Z :�; '� J34� ( ' :*�H1 � JE ⊆ Rk :� D�� %�@� � �
3�'�� &H4�Z �;�* $��(� �	 2*��3' &���.� _4�Z��? G�� ��k� *��* ��YZ M���4

&�� E ⊆ ⋃∞
i=� Gαi �> *��* {Gα}α

∀n (E �⊆
n⋃

i=�

Gαi)

.��- ����
�,@�

,36 ,�e5' M��e5' �� � 34�	 �.B	 :�D �� 3���D 0��> �� E ���
�� ��2�
E = E′ &��� 34�	

%)�7�
2F<� 0��> JR &<3�AX� ,�C1 �* ���> &	 �� ��3'��> ,�.B	 ,:?�	 �� P�

2F<� 0��> ,�.� ,�C1 �� �* &"� ,���� � P�

�C1 
�� �* ���? +���3' 0��> , ���� � &"� qN �	 �q � ,�.� ,�C1 �* P�
2+���3' ,3k6 ,�e5'



��

2Q �= Q′ ���? FB�' 0��> JR &<3�AX� ,�C1 �* Q P�

~F<� 0��> &<3�AX� ,�C1 �* ��? ,������ � ?� 8� !�3> %?=�,'

A = {(x, y) : y = cosx} , B = {(x, y) : y = x sin
�

x
, x �= �}

C = {(x, y) : x ∈ Q}

�� UZ J3�4�	 &���.� 3�'���&�' UZ 3'��* ,3k 6 ,�e5' 0��> ,������ � ��g
2F<� }�e� ��? $W���< Wr ���� 2F<� &���.��' ,���� � 8� 0��> ,���� �


�3�g ?� �� ~F<� �.B	 ,:?�	 8� $��9 �	 JR �* 0��> ,������ � ��� P�
&A��> ,���� � R �* ��� �;�* $��(� �	 ~F<� :34 0�fH� �.B	 ,:?�	

2*��3' ���X �� �* ,�:?�	 G�� �� FB�' :?�	 �> *��* *�N�

�* ~34�(' *�N�� �� �* ���D *3� �> *��* *�N� &A��> ,���� � R �*��� P�
23'��YZ�' M���4 Rk �* &"��' ,��0��> �> :34 F	�m ��? ,��CX

RkF
 .��- ����
�,@�

���� �����	 
���
 Rk�� ����	 ���� ������� �� ����� ��2�
,� e 5 ' B �� g 3 4� 	 Rk �* & A �� > ,� �� �  � B + � � > E� 1 %5� �� 6
J3 4� 	 � �Y Z M�� � 4 B P� A =O + � � > E� 1 2F <� & �� � . �� ' U Z *��* ,3k 6
�	 �� &;��B�� ?� ,����( '* KX�� � �	 �3�<� ,��	 2B = {x�, x�, . . . , xn, . . .}

2+�?�<&� ��? $��9
��O F<� &���.��' N� ∩ B ��g J34�	 x� ,�� &;��B�� ?� &f� N� +��> E�1
x� F<� 
f��Ox� qN �	 n��.4� 
�� ?� ,��e5' PF<� B ,3k 6 �e5' B ,�e5'
]�/.'� ���g N� 3�'�� �e5' �� ,��	 &;��B�� 8� � +���D&� P34�( ' �� �*
��g 34�	 :34 �.=�< Nk +��>E�1 2x� �∈ N̄� P]O N̄� ⊆ N� P�O �> +��>&�
� xk �∈ N̄k+� �> +��>&� ]�/.'� ���g �� Nk+� &;��B�� F<� &���.��'Nk ∩ B

234 �3�Z Ǳ��5.<� �	 �� &;��B�� ?� ,����('* UZ JN̄k+� ⊆ Nk

:*�H 1 UZ F<� ��3 '�� > � � .B 	 N̄k ��g JAk = N̄k ∩ B + � � > E�1 T�6
��4 �* �> F<� &"��' ,:*�H1 ,������ � ?� ,����('* An � �.' �* � J F<�

�� �* B ��5' ?� !�3> G�� ��k�

⋂∞
k=� Ak �= ∅ 
�� �	 ��	 3�>&� p39 Ak+� ⊆ Ak



�	�� ������ �� ��� �c

���? FB�' n��.4�

x� �∈ A�, x� �∈ A�, . . . , xk−� �∈ Ak, . . .

2(⋂∞
� Ak ⊆ B) F<� KX��� 8� 
�� � ⋂∞

� Ak = ∅ UZ
2F<� ��YZ�' M���4 UZ F<� 0��> ��g (a < b) J[a, b] 3�'�� :?�	 �� %�@���

2F<� ��YZ�' M���4 UZ F<� 0��> q�' &5�56 *�3�� ,���� �
~34�(' ,�:?�	 G�� 0��4 �> *��* *�N� &A��> ,���� � ���

2F<� p�1 T���< �<�Z ��.'�> ,���� �

%F����- �
�,@� #�%�

E� �� � � 5 	 � :*� > QY 6 E� ?� �� (�
�
, �
�
) ?� 	 ,:?� 	 JE� = [�,�] + � � > E� 1

� :*�> QY6 �� E� ,��:?�	 &'��� !�k< 8� JE� = [�, �
�
] ∪ [�

�
,�] &��� J+���'&�

,����('* 0�� 
�� ,���*� �	 2+���'&� E� �� :3'�� &X�	 ,�.B	 ,:?�	 ��"g l��.N�
+����&� F<* �	 �� En ,:*�H1 ,������ � ?�

E� = [�,�]
E� = [�, �

�
] ∪ [�

�
,�]

E� = [�, �
�
] ∪ [�

�
, �
�
] ∪ [�

�
, 	
�
] ∪ [


�
,�]

E� = [�, �
�	

] ∪ [ �
�	

, �
�	

] ∪ · · · ∪ [��
�	

,�]
222
En = [�, �

�n ] ∪ · · · ∪ [�
n−�
�n ,�]

222

[F<� ��? t��= ,���* �>

2En+� ⊆ En Jn �� ,�?� �	 P�O

2F<� :*�H1 UZ F<� ��3'��> � �.B	 En Jn �� ,�?� �	 P]O
�
�n �	��	 En :?�	 �� T�S 2F<� :34 0�fH� �.B	 :?�	 �n ?� En Jn �� ,�?� �	 P�O

2F<� (�
�
)n �	��	 En T�S UZ 2F<�

23���D ��.'�> ,���� � �� P =
⋂∞
� En ,���� �

UZ F<� ��3 '�� > � � .B 	 P 
� �
�� 2F<� &" �� ' p J��2� ,� �CX � 	� � 	
� �3 . 	� &A> ��S � 	 J�

�
∈ P J� ∈ P J� ∈ P �> +� � >&� �x6I� 2F<� :*�H1



��

?�	 ,��:?�	 ��En 
.=�< �* 2F<� P �C� JEn ,:3��* 0�fH� :?�	 �� ,�".'�
J�k + � ≤ �m � 3�.B� &��(S *�3�� k � m �� �* �>

(
�k+�
�m , �k+�

�m

)
$��9 �	

*3� �� �� �	 :�I� � *��3' &>�.H� ,�e5' P �	 ,�:?�	 
��g UZ 3'�:34 QY6
�	 ,�:?�	 0��4 (α, β) 3�'�� :?�	 �� ��g 2F<� P �C� �k+�

�m � �k+�
�m $��9 �	

���g 0��4 (α, β) J �
�m < β−α

�
�> ,��S �	 m ]�/.'� �	 ���?O F<� p�1 $��9

G�� 0��4 P &��� 234�	 P ,���� ���? 3'���&�' (α, β) 
���	��	 P*�4&� ,�:?�	
2FB�' ,�:?�	

E� 1 2FB � ' ,�:?� 	 G � � 0 �� 4 P � > *�* ��H ' ��� �& � q � ' � �? b �� S � 	
� > + � � >& � �� � . =� �� � g �� n 2(α, β) ⊆ P � > 34� 	 (α, β) 3 � '� � ,�:?� 	 3 � � >
� β − α < (�

�
)n < β−α

�
3��	 UZ (α, β) ⊆ En ��g $��9 
�� �* J(�

�
)n < β−α

�

2*��3' ��f�� 
��
+��* ��H' F<� &1�> UZ F<� �.B	 P ��g 2F<� 0��> P +��*&� ��H' T�6
�� n 234� 	 x ?� &���/�* &;��B�� 8� Nr(x) � x ∈ P +� �> E�1 2P ⊆ P ′

,��:?�	 ?� &f� �C� x UZ Jx ∈ En ��g J ��n < r �> +��>&� ���.=� ��q	 ���g
UZ J �

�n < r ��g Jx ∈ I �> 34�	 En ?� :?�	 �� I = [a, b] 3��> E�1 2F<� En

2N∗
r (x) ∩ P �= ∅ &��� a, b ∈ Nr(x) ∩ P � �.' �* I ⊆ Nr(x)

%?=�,'

PFB�' En ,��:?�	 ?� !�3> G�� ,�".'� � �3.	� ��O J�� ∈ P �> 3��* ��H' P�

2F<� ��YZ�' M���4 P ��g �> 3��* R�%�� P�

2F<� �#9 ,:?�3'� ?� �> ,��YZ�' M���4 ,����� � J��.'�> ,���� � P�∗

�8�,� ����
�,@�

:34 �3N +� ?� �� X ,�.� ,�C1 �* B � A ,���� � ��? �* ���
�� ��2�
:�D�� +���D

Ā ∩ B = A ∩ B̄ = ∅

B = (�,�) � A = (�,�) %)�7�
23�.B�' :34 �3N +� ?� &�� 3���3N +� ?� K = (�,�) � E = (�,�] �f��� �	

23'� :34 �3N +� ?� B = {�} � A = {�,�,�}



�	�� ������ �� ��� ��

,���� � �* l��.N� $��9 �	 ���.	 �� E :�D�� 3���D 3�(���' �� E ,���� �
�> 34�	 ,�B � A :�D�� �;�* $��(� �	 2F4�' &"��' ,:34 �3N +� ?�

E = A ∪ B , A �= ∅ , B �= ∅ , Ā ∩ B = ∅ , A ∩ B̄ = ∅

8� �� ,?�<�3N 8� �� {A, B} ,���� � $��9 
�� �* JF<� 3�(���' E 3���D
23���D E ,��	 ,3�(���'

� A = {�}���? F<� 3�(���' JR &<3�AX� ,�C1 �* E = {�,�,�} ,���� �
� C = {�,�} ,������ � 
��
�� 2F<� E ,��	 ,?�<�3N 8� B = {�,�}

2F<� E ,��	 ,?�<�3N 8� q�' D = {�}
%?=�,'

2F<� 3�(���' R &<3�AX� ,�C1 �* z�D *�3�� ,���� � 3��* ��H' P�

2F<� 3�(���' R ,�.BBD ,�C1 �* (�,�) ,:?�	 3��* ��H' P�

~F<� 3 � ( � �� ' R� &<3 � A X� ,�C 1 �* � �? ,� �� �� �  � ?� 8 � !�3 > P�
A = {(x, y) : x ≥ �, y ≥ �}

B = {(x, y) : y = [x]} , C = {(x, y) : y = �
x}

2F<� 3�(���' JR &<3�AX� ,�C1 �* ��.'�> ,���� � 3��* ��H' P�

F4�' ����&� ���? F<� 3�(���' Q ,���� � JR &<3�AX� ,�C1 �* %)�7�

Q = {q : q ∈ Q & q <
√
�} ∪ {q|q ∈ Q & q >

√
�}

23�> *� �� Q ,��	 ,?�<�3N 8� 3'���&� z�D *3� �� +��>&� �x6I�
3�(���' :�D�� J3���D 3�(��X ,�.� ,�C1 �* �� E ,���� ���? ���
�� �c2�

234�('
%)�7�

23�.B� 3�(�� ,�.� ,�C1 �� �* ∅ � &'�f� ,������ � P�

23�.B� 3�(�� R &<3�AX� ,�C1 �* ��:?�	 �> +��>&� F	�m ��2� ,��CX �* P�

34�	 �.4�* �C� 8� ?� _�	 �> ,����� ���? �� �q � ,�.� ,�C1 �* P�
2F<� 3�(���'



��

,������ � �"�� &<3�AX� �.� �	 R ,�.� ,�C1 �* +��>&� F	�m 
���? ,��CX �*
2F<� R *�= � ∅ � &'�f� ,������ � � ��:?�	 3�(��

E �f'� ,��	 &1�> � !?W ��4 $��9 
�� �* JE ⊆ R +��> E�1 ����� ��2�
J34�	 y � x 
�	 z � y ∈ E � x ∈ E �D� z � y � x �� ,�?� �	 �> FB'� 34�	 3�(��

2z ∈ E:�;'�
,� x &��� 34�(' ���X�	 +f6 ��k� JP�A=O 34�	 3�(�� E +��> E�1 %;�<� 5���6
$��9 
�� �* Jz �∈ E &�� x < z < y� 3�4�	 E?� y � x �> 34�	 ,� z � ,� y �

3��> E�1
A = E ∩ (−∞, z) � B = E ∩ (z, +∞)


��
�� JE = A ∪ B q�' � B �= ∅ UZ y ∈ B ��g � A �= ∅ UZ x ∈ A ��g
+���*

Ā ∩ B ⊆ (−∞, z) ∩ (z, +∞) = (−∞, z] ∩ (z, +∞) = ∅

A ∩ B̄ ⊆ (−∞, z) ∩ (z, +∞) = (−∞, z) ∩ [z, +∞) = ∅

+�B���	 &"��' ,:34 �3N +� ?� ,���� � �* l��.N� $��9 �	 �� E +�.B'��� UZ
2F<� 0S�	 �A=E�1 UZ 2F<� E �*�	 3�(�� QI= 
�� �

�> FB� ,� B � A UZ 34�(' 3�(�� E �D� P�A=O %0=�>- 5���6

E = A ∪ B , A �= ∅ , B �= ∅ , Ā ∩ B = ∅ , A ∩ B̄ = ∅

+ � �*& � ��� X 2x < y + � � > E� 1 � + � � >& � ]� / . '� B?� ,y� A ?� ,x

UZ z = sup A� + � � > E� 1 F <� ��3 '�� > � A� �= ∅ �� g JA� = A ∩ [x, y]

2x < z < y Jz �∈ B � �.' �* � z ∈ Ā� ⊆ Ā

2+���D&� �x' �* F��6 �*

E �	 bAk�.� &�� F<� E �C� �* 
�	 ,*3� UZ Jz �∈ E :�;'� z �∈ A�D� P�O
2F<� E�1 QI= 
�� � FB�'

T�6 2(z − r, z + r) ∩ B = ∅ �> FB� ,� r UZ z �∈ B̄ :�;'� z ∈ A �D� P]O
z� �∈ E UZ z� �∈ B̄ � z� �∈ A ��g Jz� ∈ (z, y) ∩ (z, z + r) 3��> E�1
�D�O 2F<� ��� X� 	 +f6 � 0S� 	 �A=E�1 UZ 2F<� E�1 QI= 
�� �

Pz < z� ��k� Jz� ≤ z 3��	 UZ Jz� ∈ A� :�;'� Jz� ∈ A



�	�� ������ �� ��� cd

?=�,' �89 #M%�

$�#9 ��? ,������ � ?� 8� !�3> 3��> 
��� JR� &<3�AX� ,�C1 �* P�
23'��* �� �*�	 0��> � ,3�(�� J&D*�H1

A = {(x, y)|y = sin �
x , x �= �}

B = {(x, y)|y = [x],� ≤ x ≤ �}
C = {(x, y)|y = sin �

x , x �= �} ∪ {(�,�)}
D = {(x, y)|y = x sin �

x , x �= �} ∪ {(�,�)}
E = Q × Q

F = {(�n , �
m )|n, m ∈ N}

23���� F<* �	 �� p�1 ,������ � ,3k6 ��5'

(X, d) ,�.� ,�C1 �* �3N +� ?� � ?� 	 ,���� � �* B � A 3� �> E�1 P�
23�.B� :34 �3N +� ?� B � A 3��> F	�m 23�4�	

23��> F	�m �3N +� ?� � �.B	 ,������ � *��� �* �� � 
���� +f6 P�

{A, B} � 34�	 (X, d) ,�.� ,�C1 ?� ,3�(���' ,���� ���? E 3��>E�1 P�
$��9 
�� �* 23���;	 �x' �* E ,��	 ,?�<�3N 8�

3�.B� ?�	 JE ,�C1��? �* B � A P�O

23�.B� �.B	 JE ,�C1��? �* B � A P]O

23�4�	 �.B	 �' � 3�4�	 ?�	 �' X �* F<� 
f�� B � A P�O
F#D ����&� p�1 ,�"����� ?� ,�� �.' ����� �	

�* l��.N� $��9 �	 X�D� �"� � � �D� F<� 3�(��� ' X ,�.� ,�C1
234�	 �3N +� ?� � ?�	 ,���� �

�* l��.N� $��9 �	 X �D� �"�� � �D� F<� 3�(���'X ,�.� ,�C1
234�	 �3N +� ?� � �.B	 ,���� �



c�

�� 34�	 3�(���' (X, d) ,�.� ,�C1 �> �� ,��	 &1�> � !?W ��4 3��> F	�m P�
� 34�	 ?�	 +� A �> 34�	 A 3�'�� &"��' KL� ,���� ���? ,���* �> F<�

234�	 �.B	 +�

M���4 34�	 �.4�* �C� �* 0X�36 �> 3�(�� ,�.� ,�C1 �� 3��* ��H' Pc
F<� ��YZ�'

P3��> �Nk �� R� �	O~F<� 3�(�� 3�(�� ,������ � ���* ��� P�

3�(�� E ∪ {p} 3��* ��H' Jp ∈ Ē � 34�	 3�(�� ,����� � E 3��> E�1 P�
23��> F	�m &A> ��S �	 F<�

3�(�� Ē � �.' �*O 2F<� 3�(�� A :�;'� JE ⊆ A ⊆ Ē � 34�	 3�(�� E �D� P�
P F<� 3�(�� 3�(�� �� FB	 &��� JF<�

3�(�� J34�	 &"��' �� �� n��.4� �> 3�(�� ,���� � �* l��.N� 3��* ��H' P�d
2F<�

&"��' �� �� n��.4� �> 3�(�� ,������ � ?� ���*�D �� l��.N� 3��* ��H' P��
2F<� 3�(�� J34�	

���� ���� I= ����>��N�

�* +���D T���B>�� 3�(�� �� X ,�.� ,�C1 ?� A ,���� � ��? ���
�� ��2�
234�(' 3�(�� ,���� � G�� ,���� ���? � 34�	 3�(�� �> &���9

%)�7�
,���� ���? �* �� J&<3�AX� �.� �	 X = (�,�) ∪ [�,�) ,�.� ,�C1 �* P�

23�.B� T���B>�� 3�(�� [�,�) � (�,�)

T���B>�� 3�(�� &'�f� ,������ � @51 &<3�AX� �.� �	 Q ,�.� ,�C1 �* P�
23�.B�

&���9 �* +���D X ,�.� ,�C1 ,�#���� 8� �� A ,���� ���? ���
�� cd2�
23�4�	 T���B>�� 3�(�� �>

����� c�2�

2F<� X *�= M� �#���� �"�� 34�	 3�(�� X �D� P�



�	�� ������ �� ��� c�

234�	&� �C1 ,���#���� �"�� &'�f� ,������ � �q � ,�.� ,�C1 �* P�

3'� �.B	 :����� ,�.� ,�C1 8� ,���#���� ����� c�2�
UZ 234� ( ' � .B 	 � �k� 34� 	 X ,�.� ,�C1 ?� ,��# ��� � A 3� �> E�1 %5��� 6
,3�(�� ,���� � Ā UZ F<� 3�(�� J3�(�� ,���� � �� FB	 ��g JA �= Ā

2F<� A �*�	 T���B>�� QI= 
�� � F<� �� KL� ,���� ���? A �> F<�
�* &'�f� ,������ � Ir `� �� �? 3� .B� ' ?� 	 �r ��q � ,�.� ,�C1 8� ,���# ��� �

23�.B�' ?�	 Q �* ��k� 3�.B� Q ,���#���� Q ,�C1��?
�3N +� ?� �� � F<� b(e�� +� �	 �� ,�.� ,�C1 8� ,�#���� �* �� ����� c�2�

23�.B�
A = B +��*&� ��H' 34�	 X ,�.� ,�C1 ,�#��� � �* B � A 3��>E�1 %5���6
A ∩ B �= ∅ 3��>E�1 UZ 2F<� !��� +f6 :�;'� A ∩ B = ∅�D� 2A ∩ B = ∅ ��
UZ F<� T�� �B>� � A� A ⊆ A ∪ B ��g 2F<� 3 � (�� A ∪ B $��9 
�� �*
� �.' �* JA ∪ B = B UZ F<� T���B>�� B � B ⊆ A ∪ B ��g � A ∪ B = A

2A = B

&f� ,���� ���? @51 ,�.� ,�C1 8� 3�(�� ,���� ���? �� ����� c�2�
F<� �� ,���#���� ?�

,���� � �� {Aα}α 234�	 X ?� ,3�(�� ,���� ���? A 3��> E�1 %5���6
�> F<� R%�� 23�.B� A 0��4 �> 3��> E�1 X 3�(�� ,������ ���? ,��A>
�� Aα ,��� ���? F<� 3�(�� B $��9 
�� �* 2B =

⋃
α Aα 3��* ���X2A ∈ {Aα}

M +��> E�1 2F<� T���B>�� B +��*&� ��H' T�6 2⋂α Aα = A � 3�.B� 3�(��
M ∈ {Aα} � �.' �* A ⊆ M UZ JB ⊆ M �> 34�	 &���/�* � 3�(�� ,���� �

2F<� T���B>�� B &��� 2B = M 34 F	�m UZ 2M ⊆ B 
���	 ��	

�@��� �89 O#%�

2F<� �#���� 8� �C� �r5�X* ,�.� ,�C1 8� ?� �e5' �� %� �@���
2*�4&� � �.' 0(X ,��CX ?� +f6 UZ 3�.B� 3�(�� ��&'�f� ��g %5���6

?�	 +� �D� F<� X ,�#���� 8� JX ?� 3�(�� � &"��' ,���� ���? 8� %� �@���
234�	 �.B	 +� �

� ?�	 +� �> 34�	 X ?� ,3�(�� � &"��' ,���� ���? A 3��>E�1 %5���6
2F<� B 3�'�� X ,�#��� � 8� ,���� ���? A 0(X ,��CX �	 ��	 234�	 �.B	 +�



c�

234 3���= B KL� ,���� ���? A :�;'� JA �= B :�D�� 2A = B +��*&� ��H'
34�	 �.B	 +� � ?�	 +� �> 3�(�� ,���� � 8� ?� ,����� ���? �"�� +�'�*&�

2F<� KX��� 8� 
�� � JA = ∅ UZ F<� &"� ,���� �
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�� cc2�

J34�	 �� ?� ,����� ���? A � (X, d) ,�.� ,�C1 ?� ,��e5' x 3��>E�1 P�O
� �� � � � �? $��9 � 	 � :*�* �� H ' d(x, A) F�I� � 	 �� A ?� x ,� A9� 1

+��>&�

d(x, A) = inf{d(x, y) : y ∈ A}

d(A, B) F�I� �	 �� B � A ,�A9�1 JB � A ,���� ���? �* �� ,�?� �	 P]O
+��>&� ����� 
��g � :*�* ��H'

d(A, B) = inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}
%)�7�

d(�, A) = � $��9 
�� �* JA = (�,�) 3��> E�1 P�

$�� 9 
 �� �* B = {−�
n |n ∈ N} JA = {�n |n ∈ N} 3 � � > E� 1 P�

2d(A, B) = �

2d(A, B) = � :�;'� JA ∩ B �= ∅ :�D �� P�

�� � ,�e5' ,�A9�1 23���;	 �x' �* d(x, y) = |x−y|
�+|x−y| 8��.� �	 �� R %?=�,'

23�	��	 (�,�) ,:?�	 ?�

�
�,@� I= G��

a ,�e5' 234�	 X ,�.� ,�C1 ?� ,����� ���? E +��> E�1 ���
�� c�2�
�� Ec +� � E +� Ja &;��B�� �� �> &���9 �* J+���' E ,?�� ,�e5' 8� �� X?�

&��� 23�> \eX

∀r (Nr(a) ∩ E �= ∅ & Nr(a) ∩ Ec �= ∅)

��5' �� ,?�� ��5' 2+��*&� ��H' ∂E F�I� �	 �� ,?�� ��5' ,��� ,���� �
∂E � �. ' �* J∂E = Ē ∩ Ēc Jp�1 ����� b	�e� 
�� � 	 � � 	 23� ��D q� ' ,��'��>

2F<� �.B	 :�����
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JR &<3�AX� ,�C1 �* P�

∂Q = Q̄ ∩ Qc = R ∩ R = R

E = (�,�) ⇒ ∂E = {�,�}
A = {�n |n ∈ N} ⇒ ∂A = A ∪ {�}

JE ⊆ X �� ,�?� �	 J34�	 �q � ,�.� ,�C1 X 3��> E�1 P�

∂E = Ē ∩ Ēc = E ∩ Ec = ∅

2+���3' ,?�� ,�e5' �q � ,�.� ,�C1 �* &���

,���� ���? 0��4 :�D�� +�'��= ��YZ &��3N �� X ,�.� ,�C1 ���
�� c�2�
,���� ���? Q ���? F<� ��YZ &��3N R Ir `� 234�	 ,��YZ M���4 �`>�36 � T�;g

2F<� R ?� ,��YZ M���4 � T�;g
F<� T�;g Q �* � F<� ��YZ M���4 Q ���? F<� ��YZ &��3N &<3�AX� �.� �	 Q
Q�* F<� &��(S n � R�L9 k �� �* �> k

�n $��9 �	 ���D *�3�� ,���� � q�' �
P~��gO F<� T�;g

2F<� T�;g Rk �* � ��YZ M���4 Qk ���? F<� ��YZ &��3N Rk %?=�,'
,����Z �� X ,�.� ,�C1 ?�	 ,������ ���? ?� {Vα} ,���� � ���
�� c�2�
JG 3�'�� x 0��4 ?�	 ,���� � �� � X?� x �� ,�?� �	 :�D �� 3���D �C1 �� ,��	
,*�3�� l��.N� X �* ?�	 ,���� � �� �;�* $��(� �	 Jx ∈ Vα ⊆ G �> 34�	 ,α

234�	 �� Vα ?�
2F<� �C1 �� ,��	 ,����Z ,�.� ,�C1 8� ,�� &;��B�� ,���� � %)�7�

���
�� �d2�

q�' �� �� l��4 � ���D �� �� q>�� �> ?�	 ,��:?�	 !��� ,���� � 3��> F	�m P�
2F<� R ,��	 ��YZ M���4 ,����Z 34�	 ���D

�`>�36 ,����Z J��YZ &��3N ,�.� ,�C1 �� 3��> F	�m 0(X 
���� ,���*� �* P�
�� �� q>�� �> 3���;	 �x' �* �� �� &;��B�� �� [&�������O *��* ��YZM���4

P34�	 ���D �� �� l��4 � T�;g ,���� � ?�

�	 [&������� 2F<� ��YZ &��3N X 3�'�� :*�H1 ,�.� ,�C1 �� 3��> F	�m P�
F<� *�N�� �

n l��4 �	 &;��B�� &���.� *�3�� n 3�'�� &��(S *3� �� ,�?�
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�* J�� &;��B�� �� q>��� ?� 0fH.� E 3�'�� ,����� � 23'�4�Z&� �� X �>
&;��B�� �� ,��A> ,���� � 2F<� ��YZ &��3N X UZ F<� T�;g X

�`>�36 ,����Z X J0(X 
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�� 23�4�	&� X ,��	 ,����Z ��
P23�>&� �u��� 
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�� ,��	 ,�;�* ����	 ��2� ,��CXO*��* ��YZ M���4
T*��� �* J��2� ,��CX �* J&D*�H1 !�"#� ,�� 	 JRk &<3�A X� ,�C1 �*
,���C1 ���< �* �> +�3�* 234�	&� ,��3'��> � �.B	 J�� �� ?� &f� �> +�*�> &1���
&�*��� &1��� Q3� _/	 
�� �* 2FB�' ,��3'��> � �.B	 T*��� &D*�H1 ,�.�

�� 234�	 ��( .�� ,���* ,�.� ,���C1 ,��A> �* �> F<� &D*�H1 !�"#� ,��	
,��CX 8� �3.	� 234 3���= ��YZ ��f�� ��2� ,��CX Uf� $�(m� � 	 7Ae�

2+�?�*�Z&� 7Ae� �� $�(m� �	 UV< � +����&� �� &f�>
� � �� �* � > 3 4� 	 ,� . � ,� C 1 8 � (X, d) 3 � � > E� 1 �� � � � ��2�
��YZ &��3N X 3��> F	�m 2*��* ,3k 6 ,�e5' 8� 0X�36 &���.��' ,���� ���?

2F<�
� 	 &;��B�� &�� � . � ,*�3� � Jδ > � �� ,�?� � 	 + ��*&� ��H' �3 . 	� %5��� 6
JX ⊆ Nδ(x�) �D� Jx� ∈ X 3��>E�1 23'�4�Z&� �� X �> F<� *�N�� δ l��4
�D� T�6 2x� �∈ Nδ(x�) �> FB� X ?� ,� x� $��9 
�� ��i �* JF<� !��� +f6
2+��>&� ]�/.'� �� x� $��9 �� ��i �* JF<� !��� +f6 JX ⊆ Nδ(x�) ∪ Nδ(x�)

JX ⊆ ⋃n
i=� Nδ(xi) � D� 3 � 4� 	 :3 4 ]� / . '� xn J. . .Jx� Jx� 3 � � > E� 1

� > ,�� S � 	 F <� *� N� � X ?� ,� xn+� $�� 9 �� � � i �* F <� !� � � + f 6
*�H' �X�.� �A6�� &���.� ,*�3�� ?� UZ 0�� 
�� :�D�� Jxn+� �∈ ⋃n

i=� Nδ(xi)

,�e5' X �* �> *�4&� �3�Z X ?� E = {x�, . . . , xn, . . .} &���.��' ,���� ���?
δ l��4 �	 &;��B�� &���.� ,*�3�� Jδ > � �� ,�?� �	 v UZ 2F4�* 3���/' ,3k6

w23'�4�Z&� �� X �> F<� *�N��
&; ��B�� &�� � . � ,*�3 � � 3 � � > �� � . =� (n = �,�,�, . . .) δ = �

n � D� T�6
�� q>��� ?� 0fH.� E ,���� � 23'�4�Z&� �� X � F<� �n ���� l��4 �> FB�

2(X = Ē) F<� T�;g X�* +��*&� ��H' 2F<� ��YZ ���4 �`>�36 �� &;��B��
��g J�n < r +��>&� ���.=� 
��g�� n 34�	 :��/�* r > � � p ∈ X 3��> E�1

∃x�, . . . , xm : X ⊆
m⋃

i=�

N �

n
(xi)

� �.' �* Jp ∈ N �

n
(xi) �> FB� ,� xi UZ

xi ∈ N �

n
(P ) ∩ E ⊆ Nr(p) ∩ E
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F<� ���X� 	 � �YZ &��3N ,�C1 �� �* ��3�� � &H4�Z ,��CX 3��* ��H' P�
0��4 (E ⊆ X)E ?�	 _4�Z �� J34�	 ��YZ &��3N X �D� 3��* ��H' &���
&H4�Z ,��CX 3� '�� [&�������O F<� � �Y Z M���4 �`>�36 &H4�Z� �?

P3��> 0�� ��3���

_4�Z 3��* ��H' J34�(' :*�H1 E ⊆ X � 34�	 ��YZ &��3N X 3��>E�1 P�
3� '� � � �Y ZM���4 _4�Z� �? 0��4 �> ,��S � 	 *��* {Gα}α 3� '� � ,?� 	

&�� 34�	&� {Gαi}∞�

∀n(E �⊆
n⋃

i=�

Gαi)

2+�?�*�Z&� ��2� ,��CX Uf� $�(m� �	 T�6
&���.��' ,���� ���? �� �� �* �> 34�	 ,�.� ,�C1 X :�D�� ����� ��2�

2F<� :*�H1 X :�;'� J34�	 �.4�* ,3k6 ,�e5' 8� 0X�36
��	 234�(' :*�H1 X 3��>E�1 JF<� ��YZ &��3N X J��2� ,��CX �	 ��	 %5���6
_4�Z��? 0��4 �> *��* {Gα} 3�'�� ,?�	 _4�Z X J��2� _/	 ?� � 
���� �	

Jn �� ,�?� �	 &�� FB� {Gαi}∞i 3�'�� ��YZ M���4

X �⊆
n⋃

i=�

Gαi

� > + � � >& � ]�/ . '� �� � g �� X ?� xn Jn 3 � '� � & � � ( S *3 � � � ,�?� � 	 T� 6
?� &���.��' ,����� ���? A = {x�, x�, . . . , xn, . . .} ,���� � xn �∈ ⋃n

i=� Gαi

FB� ,� i UZ Jp ∈ X 3��> E�1 2*��3' ,3k 6 ,�e5' A +��*&� ��H' 2F<� X
JF<� ?�	 Gαi ��g Jp ∈ Gαi �>

∃ r : Nr(p) ⊆ Gαi

���X Gαi �* xi−� J. . . Jx� Jx���5' �`>�36 �> F<� ���g A ,�C�� ]�/.'� ��k�
A &��� 2FB�' A ,3k 6 ,�e5' p � �.' �* JF<� &���.� Nr(p) ∩ A UZ 3'��*

2F<� :*�H1 X UZ F<� ��CXE�1 QI= 
�� � *��3' ,3k6 ,�e5'
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2*�> ���	 ��? $��9 �	 ����&� �� ��2� ,��CX �	 !���� ��2� ,��CX
��4 $��9 
�� �* 234�	 (X, d) ,�.� ,�C1 ?� ,����� ���? E 3��>E�1
E &���.��' ,���� ���? �� �> F<� �� 34�	 :*�H1 E �> �� ,��	 &1�> � !?W

234�	 �.4�* E �* ,3k6 ,�e5' 8� 0X�36
�* p�1 !�"#� � 	 �> 34 3���= ��� 	 &D*�H1 ,��	 &�*��� �����( '* 0-1 �*

2F<� ��(���

B�1P� ����
�,@�

?� y � x �� ,�?� �	 :�D �� +�'��= ]3k L� �� E ⊆ Rk ,���� � ���
�� ��2�
J� ≤ λ ≤ � �> λ �� � E

λx + (�− λ)y ∈ E

F<� &ek = :�� Z λx + (� − λ)y ��f� JR� � R� �* &<3�� ��S � 	 3 � � > �Nk � �
R� �* � R� �* F#D ��� �&� UZ 23 � >&� 09� �; �* +� � 	 �� y � x ��5 ' � >
09� �;�3f� �	 &ek = :��Z @<�� �� �� ,�e5' �* �� �> F<� ]3k L� ,����� �
� :���* �� F<� ]3k L� &`A`� �� UZ 2*��D ���X ���� � �* @= :��Z !��� J+��>

23�.B�' ]3kL� ��? 0f4 3�'�� &������� � &�� 3�.B� ]3kL� 0�e.B�

23�.B� ]3kL� �� &;��B�� JRk �* +��*&� ��H'
J� ≤ λ ≤ � �� � Nr(a) ?� y � x �� ,�?� �	 %5���6

|λx + (�− λ)y − a| = |λ(x − a) + (�− λ)(y − a)|
≤ λ |x − a| + (�− λ)|y − a|
< λr + (�− λ)r
= r
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2F<� ]3kL� J]3kL� ,���� � �� ���* 3��* ��H' P�

2F<� ]3kL� J]3kL� ,���� � �� FB	 3��* ��H' P�

,���� � +>�� � ,�e5' 8� �� X ,�.� ,�C1 �* p ,�e5' ���
�� ��2�
234�	 E ?� ,��YZ�' M���4 *�3�� 0��4 p &;��B�� �� :�D�� 3���D E ⊆ X

,�e5' 8� JR ?� �e5' �� J*��3' +>��� ,�e5' Q JR &<3�AX� ,�C1 �* JIr `�
+>��� ��5' ,���� � 2F<� R �	��	 z�D *�3�� +>��� ��5' ,���� � 2F<� +>���

2F<� [�,�] �	��	 (�,�) ,:?�	
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234�	 E +>��� ��5' ,���� � F � J��YZ�' M���4 E JE ⊆ Rk 3��>E�1 P�
2F<� ��YZ M���4 �`>�36 F c ∩ E � F<� 0��> F 3��* ��H'

~*��* +>��� ,�e5' ��.'�> ,���� � ��� P�

+�'��= T�;g �N G�� X�* �� X ,�.� ,�C1 ?� A ,���� ���? ���
�� ��2�
X �* A J�;�* $��(� �	 X = (Ā)c &��� 34�	 X �	��	 A FB	 +�.� �> &���9 �*

2int(Ā) = ∅ �D� �"�� � �D� F<� T�;g �N G��
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�� �c2�

�N G�� �C1 �� �* ,�.� ,�C1 8� &���.� ,���� ���? �� 3��* ��H' P�
2F<� T�;g

2F<� T�;g �N G�� [�,�] �* ��.'�> ,���� � 3��* ��H' P�

5� ��� ��H8=�,' ::%�

2F<� �.B	 E′ 3��> F	�m P�

(A ∪ B)′ = A′ ∪ B′ 3��> F	�m P�

~ (A ∩ B)′ = A′ ∩ B′��� P�
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i=�

Bi =
n⋃
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Bi

!�k* Q�S �> 3��* ��H' T�`� 8� �	 ⋃∞
n=� Ān ⊂ ⋃∞
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*3� ���� � �� �* �> *�4&� &1��� R ?� &A��> ,���� ���? 
���� �*
2FB�' *�N�� ���D

� � � *3� �* �	 �> 34�	 0BAB� ,���B> ,��A> ,���� � K 3��> E�1 P��∗

*3� �� �*�> F<� 0��> ,���� �8� K 3��* ��H' 23�4�	 :34 0�fH�
2FB�' *�N�� ���D

A �> ,��S �	 3�4�	 Rk�* &"� ���* ,������ ���? B � A 3��>E�1 P��
2F<� &"� A ∪ B ���* 3��* ��H' 234�	 +� �.B	



��

?�	 X �* B � 34�	 X ,�.� ,�C1 �* T�;g ,���� ���? E 3��> E�1 P��
2B ⊆ B ∩ A 3��* ��H' 234�	

��YZ M���4 l��.N� $��9 �	 ����&� �� R�* �.B	 ,���� � �� 3��> F	�m P��
23��* \�<�� Rk �	 �� +f6 
�� 2F4�' ?�	 ,������ � ?�

,�e5' 8� 0X�36 S 3��* ��H' 34�	 ��YZ�' M���4 � JS ⊆ Rk 3��>E�1 P�c
2*��* *�= �* +>���

� 3�4�	 R :*�H1 ,���� ���? �* B � A 3��> E�1 P��

K = {(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}

2F<� :*�H1 R� �* K 3��* ��H'

F<� :*�H1 R �* ��? ,������ � ?� 8� !�3> P��

A = {x : x� ≥ x}

B = {x : � ≤ sin x ≤ �}
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�����('* tk ��= 0-1 
�� �* 2+�34 ��4� &���� $��%��� )�* �* ���('* !�"#� �	
�* �� �� &5�56 ,�����('* ��.1� 2*�* +����= ���X ����e� *��� ,�.� ,���C1 �* ��
�* J����� &>3'��	 � *�> 3����= &������� ,�.� ,���C1 �* �����('* ��.1� ,����e�

234 3����= ��9�� 0	�X ,�.� ,���C1
�� J&A> ��S �	 23���D &5�56 ,���('* 8� �� R �	 N ?� \	�� �� ���
�� �2�

�� �* 2+���D X ,�.� ,�C1 �* ���('* 8� �� (X, d) ,�.� ,�C1 �	 N ?� \	��

2F1�D �x' �* �� N ∪ {�} ����&� JN ,�N �	 �����
*��' ?� f(n) !�<�� *��' ,�N �	 � :*�* ��H' {f(n)}∞

�
F�I� �	 �� f ,���('*

Ir `� 2*�* ��H' �� �� ����&� J���('* $I�N 
.4�' �	 &��D 2*�> +����= :*�#.<� fn

2*�* ��H' ��? $��9 �	 ����&� �� fn = �
n ,�e	�% �	 f ,���('*

�,
�

�
,
�

�
, . . .

��> �	 wfn $I�N �	 f ,���( '*v ,�N �	 �� wfn ,���( '*v $��(� &D*�< ,��	
2*�	 +����=

:�D�� +� '��= ��;�� �� (X, d) ,�.� ,�C1 ?� {Pn}∞� ,��� ( '* ���
� � �2�
�> ,��S �	 34�	 X ?� L 3�'�� ,��e5'

,�?� �	 �> 34�	 *�N�� N 3�'�� &��(S ,*3� Jε 3�'�� F(`� *3� �� ,�?� �	
2d(Pn, L) < ε:�;'� Jn ≥ N�D� Jn ��

��



���	� � �� !�"#� �$ ��� ��

�� limn−→∞ Pn = L +�B��'&� � F<� L �	 ��;�� Pn J+���D $��9 
�� �*
2Pn → L J�9I= ��S �	

J
�� �	��	

lim
n→∞Pn = L ⇐⇒ ∀ ε ∃N ∀n (n ≥ N =⇒ d(Pn, L) < ε) P�O

�> 3�*&� ��H' P�O ,�e	�� F<� &5�56 ,���('* 8� {d(Pn, L)}∞
�
��g

Pn → L ⇐⇒ d(Pn, L) → � P�O

2+�'��= ��D�� �� �� 34�(' ��;�� Pn ,���('* :�D��
X = (�,�) ,�C1 �* �> &��6 �* JF<� �#9 �	 ��;�� JR �* �

n ,���('* %)�7�
2F<��D�� J&<3�AX� �.� �	

P~��gOF<��D�� �q � �.� �	 R ,�.� ,�C1 �* �
n ,���('*

2*��* &;.B	 q�' *��* ���X �� �* �> &��C1 �	 ���('* 8� &���;�� J
�� �	 ��	

23�.B� ��D�� R�* �* �� bn = (−�)n � an = n ,���('*

�	 234�	 ��3'��> �� *�	 :�D�� +�'��= ��3'��> �� {Pn}∞� ,���('* ���
�� �2�
&;��B�� 8� :�D�� F<� ��3'��> (X, d) ,�.� ,�C1 �* Pn ,���('* J�;�* $��(�

�> 34�	 X ?� V 3�'��

∀n (Pn ∈ V )

:�D�� F<� ��3'��> Pn &5�56 ,���('* JUZ

∃M ∀n (|Pn| < M)

)�7� �89 �%�

2F<� ��3'��> � ��;�� Jbn = n
n+�

&5�56 ,���('* 2� T�`�
P~��gO F<� ��3'��> � ��D�� Jan = sin n &5�56 ,���('* 2� T�`�



��

���? F<� ��3'��> Jcn = �
n+�

+ �
n+�

+ · · · + �
�n
&5�56 ,���('* 2� T�`�

� < cn <
�

n + �
+

�

n + �
+ · · · + �

n + �
=

n

n + �
< �

2F<� �#9 �	 ��;�� an = in+�
n ,�e	�% �	 {an} +��*&� ��H' 2� T�`�

+f6[∀ε ∃N ∀n (n ≥ N =⇒ | in+�
n − �| < ε)

&���9 �* | in+�
n − �| ≤ �

n < ε ,�e	�� 2+���D&� �x' �* :��/�* �� ε > �

JN = [�ε ]+� Ir `�O 34�	 �ε ?� �.D�q	 R�L9 *3� N �D� UZ Jn > �
ε �> F<� ���X�	

:�;'� PR�L9 ǱqN
∀n (n ≥ N ⇒ n > �

ε ⇒ | in+�
n | < ε)

2F<��D�� (i� = −�)Sn = in @A./� ,���('* +��*&� ��H' 2� T�`�
2F<� F<�* ��? :��qD UZ P�A=E�1O 34�	 α �	 ��;�� Sn +��> E�1 [06

∀ε ∃N ∀n (n ≥ N =⇒ |Sn − α| < ε)

E�1 T�6 2|Sn − α| < ε :�;'� Jn ≥ N �D� �> FB� ,N Jε = � ]�/.'� �	
� �.' �* Jn = �N 3��>

|S�N − α| < � =⇒ |�− α| < �

:�;'� Jn = �N 3��> E�1 :�D ��

|S�N − α| < � =⇒ | − �− α| < � =⇒ |�+ α| < �

F4�' ����&� 
���	��	

� = |�| = |�− α + α| = |�− α + �+ α| ≤ |�− α| + |�+ α| < �+ � = �

2F<� KX��� 8� 
�� �
@A./� *3� α +��> E�1 2F<��D�� p�1 ,���('* +��*&� ��H' �;�* b��S �	

2limn→∞ Sn �= α +��*&� ��H' 34�	 &���/�*
+f6 [ ∃ε ∀N ∃n (n ≥ N &|Sn − α| ≥ ε)

+���D&� �x' �* F��6 �*
Jα = � P�O

$�� 9 
 �� �* n = �N � 3 4� 	 :�� / �* N � ε = � 3 � � > E�1
|in − α| = |in − �| = | − �− �| = � > �



���	� � �� !�"#� �$ ��� �c

Jα �= � P]O
F4�* +����= n = �N � 34�	 :��/�* N 3��> E�1 Jε = |�−α|

�
]�/.'� �	

|in − α| = |�− α| ≥ ε

�	 3�4�	 &5�56 ,�����('* {cn}∞� � {bn}∞� � {an}∞� 3��> E�1 ����� �2�
�> ,��S

∃N ∀n (n ≥ N =⇒ an ≤ bn ≤ cn) P�O
2bn → P :�;'� Jcn → P � an → P �D� $��9 
�� �*

UZ Jcn → P � an → P ��g +���D&� :��/�* �� ε > � %5���6

∃N ′ ∀n (n ≥ N ′ =⇒ P − α < an < P + ε) P�O

∃N ′′ ∀n (n ≥ N ′′ =⇒ P − α < cn < P + ε) P�O

*�4&� � �.' P�O � P�O JP�O ?� :�;'� JN� = max{N, N ′, N ′′} �D� T�6

∀n (n ≥ N� =⇒ P − ε < an ≤ bn ≤ cn < P + ε) .

234�	 X ,�.� ,�C1 ?� ,����('* J{an}∞� +��> E�1 ����� c2�

(P, P ′ ∈ X)P = P ′ :�;'� Jan → P ′ � an → P �D� P�O

��3'��> J��;�� ,���('* �� �;�* $��(� �	 F<� ��3'��> an :�;'� Jan → P �D� P]O
2F<�

%5���6

Jε = �
�

d(P, P ′) 3��> E�1 :�;'� JP�A=O P �= P ′ :�D �� P�O
:� ; '� Jn ≥ N� � D� n � � ,�?� � 	 � > F B � ,N� U Z an → P �� g
� D� n � � ,�?� � 	 � > F B � ,N� U Z an → P ′ �� g 2d(an, P ) < ε

:�;'� Jn ≥ max{N�, N�} �D� T�6 2d(an, P ′) < ε :�;'� Jn ≥ N�

d(P, P ′) ≤ d(P, an) + d(an, P ′) < �ε = d(P, P ′)

2F<� 0S�	 �A=E�1 UZ 2*��3' ��f�� 
�� �



��

:�;'� Jn ≥ N �D� �> FB� ,N UZ an → P ��g P]O

d(an, P ) < �

2an ∈ Nr(P ) Jn �� ,�?� �	 :�;'� r = max�≤n<N d(an, P ) + � �D� T�6


�� �* 34�	 (X, d) ,�.� ,�C1 ?� ,����� ���? E 3��> E�1 ����� �2�
$��9

2limn→∞ xn = P �> 34�	 E ?� xn 3�'�� ,����('* �D� �"�� � �D� P ∈ E P�O

2limn→∞ xn = P �> FB� E ?� xn 3�'�� ,����('* :�;'� JP ∈ E′ �D� P]O

� > 34� 	 E ?� xn 3 � '� � q �� � . � �* � 	 �* ,�� �� ( '* � D� � " � � � � D� P ∈ E′ P�O
2limn→∞ xn = P

:�;'� JE ⊆ R :�D��

� > 3 4� 	 E ?� xn 3 � '� � �� � f � �r3 � >� ,�� �� ( '* � D� � " � � � � D� P ∈ E′ P$O
2limn→∞ xn = P

UZ JP ∈ E 3��> E�1 2P!�q�O +A/ 5���6

∀r Nr(P ) ∩ E �= ∅

n��.4� 
�� ?� ,�C� UZ JN �

n
(P )∩E �= ∅ ��g Jn 3�'�� &��(S *3� �� ,�?� �	

J�> 34 ]�/.'� E ?� an ,���('* 7���� 
�3	 2+���'&� an �.1�D

∀n (� ≤ d(an, P ) <
�

n
)

2an → P &��� Jd(an, P ) → � :�;'� Jn → ∞ :�D��
�� r > � Jlimn→∞ an = P 34�	 E ?� an 3�'�� ,����('* 3��>E�1 2PF��#>O

�> FB� ,�N J+���D&� :��/�*

∀n (n ≥ N =⇒ d(an, P ) < r =⇒ an ∈ Nr(P ))

2P ∈ E &��� JNr(P ) ∩ E �= ∅ Jr > � �� ,�?� �	 UZ
2an → P �> *�> ]�/.'� ����&� �� an JT�k� F�BX P�O ����	 3�'�� %+B/ 5���6
��g 2+� � >&� ]�/. '� � �? $��9 �	 E ?� an ,��� ( '* 2P!�q �O +C/ 5��� 6
��g 2+���'&� a� :*�> ]�/.'� �� ?� �e5' 8� UZ F<� &���.��' N�(P ) ∩ E



���	� � �� !�"#� �$ ��� ��

]�/.'� a� �= a� ��4 �	 a� 3�'�� �� ?� ,��e5' UZ F<� &���.��' N �

�

(P ) ∩ E

��?� ,��e5' F<� &���.��'N �

n
(P ) ∩ E ��g Jn &��(S *3� �� ,�?� �	 2+��>&�

,����('* b��S 
�3	 2+��>&� ]�/.'� (� ≤ i < n) an �= ai ��4 �	 �� an 3�'��
p39 J� ≤ d(an, P ) < �

n ��4 �* �> 34 ]�/.'� E ?� an 3�'�� q���.� �* �	 �*
2an → P UZ Jd(an, P ) → � :�;'� Jn → ∞ �D� T�6 23�>&�

Jxn → P �> 34�	 E ?� xn 3�'�� q���.� �* �	 �* ,����('* 3��>E�1 2PF��#>O
Jr �� ,�?� �	 UZ

∃N ∀n (n ≥ N =⇒ d(xn, P ) < r)

2P ∈ E′ &��� JF<� &���.��' Nr(P ) ∩ E � �.' �*
2+��>&� ��YD�� 
���� ����� �	 �� P$O ����	

����&� �2� ,��CX � ��2� ,��CX � ��2� ����� �	 �N�� � 	 ����� �2�
F4�'

P ∈ E ⇐⇒ P ∈ E ∨ P ∈ E′

P ∈ E ⇐⇒ ∀r Nr(P ) ∩ E �= ∅

P ∈ E ⇐⇒ ∃xn (xn ∈ E & xn → P )

P ∈ E ⇐⇒ P ∈
⋂

{F : E ⊆ F & F ′ ⊆ F}

�> ,��S �	 3�4�	 &eA./� ,�����('* {bn}∞� � {an}∞� 3��> E�1 ����� �2�

an → a , bn → b

$��9 
�� �*

an + bn → a + b P�O

2can → ca Jc 3�'�� F	�m *3� �� ,�?� �	 P]O

anbn → ab P�O

2 �an
→ �

a :�;'� Jan �= � � a �= � �D� P$O



��

+���D&� :��/�* �� ε > � %+A/ 5���6
J|an − a| < ε

�
:�;'� Jn ≥ N� �D� �> FB� ,�N�

|bn − b| < ε
�
:�;'� Jn ≥ N� �D� �> FB� ,�N�

:�;'� Jn ≥ N� �D� n �� ,�?� �	 JN = max{N�, N�} ]�/.'� �	 T�6

|an + bn − a − b| ≤ |an − a| + |bn − b| <
ε

�
+

ε

�
= ε

UZ Jan → a ��g Jc �= � +��> E�1 2F<� ���X�	 +f6 c = � �D� %+B/ 5���6
:�;'� n ≥ N �D� T�6 |an − a| < ε

|c| :�;'� n ≥ N �D� �> FB� ,�N

|can − ca| = |c||an − a| < |c| ε

|c| = ε

+��>&� F	�m �� ��CX b = � � a = �F��6 �* �3.	� %+C/ 5���6

+f6 [ ∀ε ∃N ∀n (n ≥ N =⇒ |anbn| < ε)

+���D&� :��/�* �� ε > �

|an| <
√

ε :�;'� Jn ≥ N� �D� �> FB� ,N� UZ an → a ��g
|bn| <

√
ε :�;'� Jn ≥ N� �D� �> FB� ,N� UZ bn → b ��g

:�;'� Jn ≥ N �D� n �� ,�?� �	 :�;'� JN = max{N�, N�} �D� T�6

|anbn| <
√

ε
√

ε = ε

*�L�k� ?� :*�#.<� �	 2+�?�*�Z&� &A> F��6 �* ��CX $�(m� �	 T�6

anbn − ab = (an − a)(bn − b) + a(bn − b) + b(an − a)

�* ]�% 09�6 ,3k 6 ,��CX �	 ��	 T�k� ,�A�N 3k 6 ���? J*�4&� � �.' +f6
�	 ��	 +f6 � �.' �* JF<� �#9 P]O �	 ��	 3�	 $I�N 36 2F<� �#9t�= F��6

2F<� ���X�	 l�� � 36 ,��CX
:�;'� Jn ≥ N� �D� �> FB� ,N� UZ an → a ��g +Q/

||an| − |a|| ≤ |an − a| <
�

�
|a|

�� �

−�
�
|a| < |an| − |a| <

�

�
|a|



���	� � �� !�"#� �$ ��� �d

�� �
�

�
|a| < |an| <

�

�
|a|

:�;'� n ≥ N� �D� �> FB� ,N� UZ an → a ��g 2+���D&� :��/�* �� ε > �

Jn ≥ N �� ,�?� �	 :�;'� N = max{N�, N�} �D� T�6 2|an − a| < �
�
|a|� ε∣∣∣∣ �an

− �

a

∣∣∣∣ =
|an − a|
|an|.|a| <

�
�
|a|� ε
�
�
|a|� = ε

Rk F
 �������


R� �* ���('* 8� bn = ( ln n
n , n+�

n ) 2F<� R� �* ���('* 8� an = (�n , sinn, e−n)

2F<�
�> F<� an = (a�n, a�n, · · · , akn) $��9 �	 Rk �* � �� ( '* �� &A> ��S � 	
Q���� an ,���#��� � �	 � 3�.B� &5�56 ,�� ���( '* (� ≤ i ≤ k) ��ain �� �*
� A = (a�, . . . , ak) 3�'�� �e5' �* �� ,�?� �	 �> F<� ,���*�� �	 !?W 23�.B�

B = (b�, . . . , bk)

d(A, B) = |A − B| =

√√√√ k∑
�

(br − ar)� P&<3�AX� �.�O

UZ J34� 	 Rk �* ,�� �� ( '* {an}∞� &�� � Jan ∈ Rk +� �> E�1 �� ��� �d2�
$��9 
�� �* an = (a�n, . . . , akn)

a = (a�, a�, . . . , ak) 3�'�� ,��e5' �	 ��;�� an �> �� ,��	 &1�> � !?W ��4 P�O
2ain → ai J(� ≤ i ≤ k) Ji �� ,�?� �	 �> F<� �� 34�	

34�	 &5�56 ,���('* βn � 3�4�	 Rk �* &������('* {yn} � {xn} +��> E�1 P]O
�> ,��S �	

xn → x, yn → y, βn → β

J$��9 
�� �*

xn + yn → x + y, xn · yn → x · y, βnxn → βx



��

(� ≤ i ≤ k) i �� ,�?� �	 ��g an → a +��> E�1 [ P�O ����	

� ≤ |ain − ai| ≤ |an − a|

T�6 ain → ai &��� J|ain − ai| → � *�4&� � �.' :�;'� Jn → ∞ �D� T�6
(� ≤ i ≤ k) Jain → ai Ji �� ,�?� �	 +��> E�1

:� ; '� Jn ≥ Ni � D� � > FB � ,�Ni J+ �� � D& � � x ' �* :�� / �* �� ε > �

:�;'� Jn ≥ N Jn �� ,�?� �	 JN = max{N�, . . . , Nk} �D� |ain − ai| < ε√
k

|an−a| =
√

(a�n − a�)� + · · · + (akn − ak)� <

√
ε�

k
+ · · · + ε�

k
= ε .

36 ,��CX � ,*3� ]�% ����� � Rk �* \�N ����� �	 �N�� �	 +f6 [ P]O ����	
2*�4&� � �.' ]�CA9�6 36 � l�� �

�������
�=G

� J3 4� 	 X ,� . � ,� C 1 �* ,�� �� ( '* {an}∞� + � � > E� 1 �� �
 � � ��2�
8� �� {ank

}∞
�
$��9 
�� �* J34�	 N ,�.	 N ?� ,*��9 �r3�>� ,����('* {nk}∞�

8� �	 � �� ( '* �� 7�>� � J� �� ( '* 8� �� �? F5�56 �* 3� '��= {an}∞� ,��� ( '*� �?
2F<� &��(S *�3�� ?� ,*��9 �r3�>� ,���('*
[ {an}∞� ,���('* ?� ���('*��? 
�3�g %)�7�

1. a�, a�, a�, . . .

2. a�, a�, a�, . . .

3. a�, a�, a�, . . .

4. a�, a�, a�, a	, a��, . . .

5. a�, a�, a�, . . .

6. a�, a��, a��, a��, a��, . . .
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7. a�, a�, a�, a�, . . .

�	 nk = �k ,�?� �	 P�O ,���('*��? � nk = �k − � ,�?� �	 P�O ,���('*��?
�	 P�O ,���('*��? J34�	 T�� *3� 
���� k ,:3��* ��H' nk :�D�� 23���&� F<*
�.4�* ,*��9 ,�� U�3'� �> �A�N &���.��' *�3�� �� J&A> ��S �	 23��&� F<*
,���('*��? J���('* �� �> 3�*&� ��H' P�O ,:���4 2F<� an ,���('*��? 8� 3�4�	

2P3��&� F<* �	 nk = k ,�?� �	O F<� *�=
JRk �* 23� ��D an *�1 � ^�? ,����� ( '*��? 7��� � � 	 �� a�n−� � a�n Wr ����
���	 ��? ,����CX �* ���('* *�= � ���('* 8� ,�����('*��? &� ��;�� 
�	 ,�e	��

PF<����X�	 ,�.� ,�C1 �� �* �.(��O F<� :34
2a�n−� → P � a�n → P �D� �"�� � �D� an → P ����� ��2�

Jan → P 3��> E�1 2����	
J|an −P | < ε Jn ≥ N �� ,�?� �	 �> FB� ,�N J+���D&� �x' �* :��/�* �� ε > �

UZ J�n − � ≥ N � �n ≥ N :�;'� Jn ≥ N �D� T�6

|a�n − P | < ε, |a�n−� − P | < ε

a�n−� → P � a�n → P +��> E�1 2Uf�	
+���;	 �x' �* �� ε > �

|a�n − P | < ε :�;'� Jn ≥ N� �D� �> FB� ,N�

|a�n−� − P | < ε :�;'� Jn ≥ N� �D� �> FB� ,N�

n �D� :�;'� Jn ≥ N �D� n �� ,�?� �	 :�;'�JN = max{�N�,�N� − �} �D� T�6
� �.'�* k ≥ N� UZ �k ≥ �N� ��g n = �k &��� 34�	 ^�?

|an − P | = |a�k − P | < ε

k ≥ N� UZ �k − � ≥ �N� − � ��g n = �k − � &��� 34�	 *�1 n �D� &��
� �.'�*

|an − P | = |a�k−� − P | < ε

�� ��? ,��CX ,�'��' ����� �	 2*�> F	�m � ���	 ����&� �� ��2� �	�H� ,���CX
2+��>&� ��YD�� 
���� ����� �	 �� �� ����	 � +��>&� ���	



��

34�	 P �	 ��;�� {an}∞� ,���('* �> �� ,��	 &1�> � !?W ��4 ����� ��2�
23�4�	 P �	 ��;�� {a�n−�}∞� � {a�n−�}∞� � {a�n}∞� ,�����('*��? �> F<� ��

& �� a�n → � �� �? F B � ' �� ; � � an = (−�)n & 5 � 5 6 ,� �� ( '* [T� ` �
2a�n−� → −�

���? FB�' ��;�� Sn = in ,���('* [T�`�

S�n → � , S�n+� → i


�� �* 34�	 N �	 N ?� ,*��9 �r3�>� ,����('* {nk}∞� 3��> E�1 ����� ��2�
2nk ≥ k Jk �� ,�?� �	 $��9

Jn� ∈ N ��g :�;'� Jk = � �D� 2+��>&� F	�m �� +f6 Jk ,�� Ǳ��5.<� �	 %5���6
Jnk ≥ k 3��> E�1 2n� ≥ �UZ

nk+� > nk ≥ k ⇐ nk+� ≥ k + �


�� �* 234�	 (X, d) ,�.� ,�C1 ?� ,����('* {an}∞� 3��>E�1 ����� ��2�
�> F<� �� 34�	 P ∈ X �	 ��;�� an ,���('* �> �� ,��	 &1�> � !?W ��4 $��9

234�	 P �	 ��;�� an ,���('*��? ��
�� ε > � 234�	 {an}∞� ?� &���/�* ,���('*��? {ank

}∞
�
3��> E�1 %;�<� 5���6

UZ Jan → P ��g J+���D&� :��/�*

∃N ∀n (n ≥ N =⇒ d(an, P ) < ε) PcO

JPcO ,�e 	�� � 	 � � 	 �  � . '�* Jnk ≥ N :� ; '� Jk ≥ N � D� Jk � � ,�?� � 	 T� 6
2ank

→ P &��� 2d(ank
, P ) < ε

��g 3�4� 	 P � 	 ��;�� {an}∞� ,��� �� ( '*� �? ,��� 3� � > E�1 2Uf�� 	
2F<� P �	 ��;�� UZ 2F<� {an}∞� ,���('*��? *�= {an}∞�

���('* �� F<� 
f�� 34�(' ��;�� ,����('* �D� J3��&� _�Z T���< 
�� 8���
�.� �	 X = (�,�) ,�C1 
�� �* �

n ,���('* Ir `� 234�	 ��;�� ,���('*��? 8� ,���*
23�.B�' ��;�� �C1 
�� �* �� ,�����('*��? ?� !�3> G�� � FB�' ��;�� &<3�AX�

2F<� ��? ,��CX T���< �<�Z
����� �c2�



���	� � �� !�"#� �$ ��� ��

?� ,����('*��? :�;'� 34�	 X ,:*�H1 � ,�.� ,�C1 �* ,����('* {Pn} :�D�� P�O
2F<� ��;�� X ?� ,��e5' �	 {Pn}∞�

2*��* &���;�� ,���('*��? Rk �* ��3'��> ,���('* �� P]O

%5���6

,��e5' :�;'� J34�	 &���.� E �D� JE = {P�, P�, P�, . . . , Pn, . . .}E�1 �	 P�O
�� Pnk

,���('*��? T�6 2*�4&� ���f� ��	 F��"' &	 �> FB� P ∈ E 3�'��
E�1 JPm = P �> +���D&� m 3�'�� U�3'� 
��.fg�> �� n� +�?�<&� 
��g
�	 +���D&� m′ 3�'�� U�3'� 
��.fg�> �� nk+� 34�	 :34 ]�/.'� Nk +��>
{Pnk

}∞
�
,���('*��? Ǳ��5.<� �	 7���� 
�* �	 Pm′ = P � nk < m′ �> ,��S

�> 34 &1���

Pn�
= Pn�

= · · · = Pnk
= · · · = P

n� < n� < · · · < nk < · · ·

,3k 6 ,�e5' 8� 0X�36 E UZ F<� :*�H1 X ��g 34�	 &���.��' E �D�
n� 2+��>&� &1��� ��? $��9 �	 �� {Pnk

}∞
�
,���('*��? J*��* X �* P 3�'��

Jn� +��> E�1 2Pn�
∈ N�(P ) ∩ E &��� Jd(P, Pn�

) < � +���D&� ���g ��
�e5' 8� JF<� &���.��'N �

k+�

(P ) ∩ E ��g 3�4�	 :34 ]�/.'� nk J. . . Jn�
���( '*��? UZ 2nk+� > nk �> +���D&� ���g Pnk+�

3�'�� n��.4� 
�� ?�
Jk → ∞ ,��D36 �	 3�>&� p39 � < d(Pnk

, P ) < �
k ��4�* &	�/.'�

d(Pnk
, P ) → � =⇒ Pnk

→ P

,3�	 k ,�.B	 ,:?�	 UZ J34�	 Rk �* ��3'��> ,����('* {an} +��> E�1 P]O
2F<� ���X�	 P�O �	 ��	 +f6 UZ F<� :*�H1 I ��g an ∈ I �> FB� I 3�'��

,��� ( '* ,�� �� ( '*� �? 36 8� �� X ,�.� ,�C1 ?� α ,�e5' ���
� � ��2�
� > ,�� S � 	 3 4� 	 *� N� � {Pnk

}∞
�
3 � '� � ,�� �� ( '*� �? :� D� � 23 � �� D {Pn}∞�

2Pnk
→ α

2F<� ±i J±� ,����('*��? 36 ��"g ,���* Sn JSn = in 3��> E�1 2� T�`�



��

3��> E�1 2� T�`�

an =

⎧⎪⎨
⎪⎩

�

n
J34�	 ^�? n �D�

n

n + �
J34�	 *�1 n �D�

�> &��6 �* F<� 8� � �#9 ,����('*��? 36 �* ,���* R &<3�AX� ,�C1 �* an

2*��3' ,����('* ��? 36 JX = (�,�) ,�C1��? �* an

,�� �� ( '*� �? 36 JR &<3�A X� ,�C1 �* an Jan = (−�)nn 3� �>E�1 2� T� ` �
2*��3'

[3��> �N�� ,����('*��? *�36 ,���� � ?� &.�9�= �	
,���� � E � 34�	 X ,�.� ,�C1 �* ,����('* {Pn} +��> E�1 ����� ��2�

2F<� �.B	 E $��9 
�� �* 34�	 X �* Pn ,����('*��? *�36
,36 ,�e5' E �D�O 34� 	 E ?� &���/�* ,36 ,�e5' P +��> E�1 2���� 	
�> ,��S �	 FB� {xn}∞� 3�'�� E ?� ,����('* UZ PF<� ���X�	 +f6 34�	 �.4�3'

2limxn = P

+

+

+ +
x�

x�

x� xk

p

Pn ?� ,�� �� ( '*� �? UZ F<� Pn ,�� �� ( '*� �? 36 8� xk Jk �� ,�?� � 	 ��g
&�� � . �� ' N �

k
(xk) ∩ {Pn}∞� Jk � � ,�?� � 	 � � . ' �* 2*��* *�N� xk � 	 �� ; � �

?� ,�� e 5 ' [+ � � >& � ]� / . '� � �? $��9 � 	 �� Pn ?� ,�� �� ( '*� �? T� 6 JF<�
3�'�� N �

�

(x�)∩{Pn}∞� ?� ,��e5' 2+���'&� Pn�
� :*�> ]�/.'� N�(x�)∩{Pn}∞�

,��e5' 234�	 :34 ]�/.'� Pnk
3��> E�1 2+��>&� ]�/.'� n� > n� ��4 �	 Pn�

2+��>&� ]�/.'� nk+� > nk ��4 �	 �� Pnk+�
3�'�� N �

k+�

(xk+�) ∩ {Pn}∞� ?�
�� 4 �* � > + ���� F <* � 	 Pnk

3 � '� � Pn ?� ,�� �� ( '*� �? 7 � �� � 
 �3 	
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JPnk
→ P +��*&� ��H' 23�>&� p39 � ≤ d(Pnk

, xk) < �
k

� ≤ d(Pnk
, P ) ≤ d(Pnk

, xk) + d(xk, P ) <
�

k
+ d(xk, P )

36 8� P &��� JPnk
→ P UZ F<� �#9 !�* Q�S 36 :�;'� Jk → ∞ �D� T�6

2P ∈ E &��� JF<� Pn ,����('*��?
36 +���#� � +��>&� &5�56 ,�����('* �	 *�3L� �� *�= hL	 ,3�	 _/	 �*

2*�> +����= &<��	 �� �� �� t��= � :*�> ����� �� 
���Z � W�	
F(`� *3� �� ,�?� �	 :�D�� F<�∞ �	��	 {an} ,���('* 36 +���D ���
�� ��2�
Jn ∈ N �D� n �� ,�?� �	 �> ,��S �	 34�	 *�N�� N 3�'�� &L�L9 *3� M 3�'��

�;�* $��(� �	 2an > M :�;'�

lim
n→∞ an = ∞ ⇐⇒ ∀M > � ∃N ∀n (n ≥ N =⇒ an > M)

&��� J*�4&� ����� Jlimn→∞ an = −∞ �	�H� b��S �	

lim
n→∞ an = −∞ ⇐⇒ ∀M > � ∃N ∀n (n ≥ N =⇒ an < −M)

�	 J34�	 :��/�* M > � 3��> E�1 limn→∞ n�

n+�
= ∞ +��*&� ��H' 2� T�`�

J�D� n �� ,�?�

n ≥ M + � =⇒ n�

n + �
>

n� − �

n + �
= n − � ≥ M + �− � = M

&��� 34� 	 &5�56 *�3�� ,�.1� � F�<� :�;.<* ,:3��* ��H' R∗ 3��> E�1
*�36 ,���� � J{an}∞� 3�'�� &5�56 ,���('* �� ,�?� �	 JR∗ = R ∪ {−∞,∞}
�� PR∗ �*O ,����('*��? *�36 ,��A> ,���� � � E �	 �� R �* {an}∞� ,����('*��?

2*�* +����= ��H' E∗ �	
3��> E�1 2� T�`�

an =
{

(−�)n n = �k �D�
n n �= �k �D�

2E∗ = {−�,�,∞} � E = {−�,�} $��9 
�� �*
2+��>&� ����� ��? $��9 �	 �� kn ,���('* 2� T�`�

kn =

⎧⎨
⎩

(−�)n n = �k �D�
(−�)n × �n

n+�
n = �k + � �D�

(−�)nn n = �k + � �D�



��

k�n = (−�)�n =⇒ k�n → �

k�n+� = (−�)�n+� × �(�n+�)
�n+�

=⇒ k�n+� → −�
k�n+� = (−�)�n+�(�n + �) =⇒ k�n+� → +∞
k�n+� = (−�)�n+� = −� =⇒ k�n+� → −�
k�n+� = (−�)�n+� × �(�n+�)

�n+�
=⇒ k�n+� → +�

k�n+� = (−�)�n+�(�n + �) =⇒ k�n+� → −∞

JR ,� . � ,� C 1 �* kn ,�� �� ( '*� �? *�3 6 ,� �� �  � 
 ��� 	� � 	
R∗ ,�.� ,�C1 �* kn ,����('*��? *�36 ,���� � JF<� E = {−�,�,−�,�}

2F<� E∗ = {±�,±�,±∞} �	��	
2F<� �.B	 E +�*�> F	�m ��2� ,��CX �*

*�36 ,���� � E∗ � &5 � 56 ,�� �� ( '* {an}∞� +� � > E�1 ���
� � �d2�
an 
���Z 36 �� E +��#��� � an ,W�	 36 �� E∗ +��Z�< 34�	 R∗ �* an ,����('*��?
liman ��O lim infn→∞ an � P liman ��O lim supn→∞ an F�I� �	 7���� �	 3���D
� +�� Z�<O lim sup an = sup E∗ � lim inf an = inf E∗ UZ *�* +����= ��H' P

PF<� �x' *��� R∗ �* +��#���
JUZ JE∗ = {−�,�} $��9 
�� �* Jan = (−�)n 3��> E�1 2� T�`�

lim sup(−�)n = � , lim inf(−�)n = −�


�� �* 234�	 ��2� ?� � T�`� �* :34 ����� ,���('* {kn} 3��> E�1 2� T�`�
$��9

lim inf kn = −∞ , lim sup kn = ∞

2lim inf hn = lim sup hn = � $��9 
�� �* Jhn = n
n+�

3��> E�1 2� T�`�
α �	��	 {an}∞� &5�56 ,���('* 36 �> �� ,��	 &1�> � !?W ��4 ����� ��2�

2lim sup an = lim inf an = α �> F<� �� Pα ∈ R∗O 34�	
UZ E∗ = {α} :�;'� Jan → α :�D�� %5���6

lim sup an = lim inf an = α

36 UZ JE∗ = {α} � �.'�* Jlim sup an = lim inf an = α 3��> E�1 JUf��	
2an → α � �.' �* F<� α �	��	 an ,�����('*��? ,���



���	� � �� !�"#� �$ ��� ��

����&� �� 
���Z 36 ,��	 �	�H� ,��CX J:34 ���	 W�	 36t��= ��? ,��CX �*
23���' +����= 
���Z � W�	 36 ,�-/H�t��= �� ��CX �* 
�� 2*�> F	�m � ���	

*�36 ,���� � E∗ � &5 � 56 ,�� �� ( '* {an}∞� 3 � � > E� 1 �� �� � ��2�
$��9 
�� �* Pα = sup E∗ &���O 34�	 an ,W�	 36 α � :*�	 an ,����('*��?

2F<� an ,�����('*��? ?� &f� 36 α &��� Jα ∈ E∗ P�O

Jn �� ,�?� �	 �> FB� ,�N :�;'� Jα < u �D� Ju �� ,�?� �	 P]O

n ≥ N =⇒ an < u

23�>&� p39 P]O � P�O �* α @51 P�O

%5���6

2α = −∞ PIIIO Jα ∈ R PIIO Jα = ∞ PIO [+���D&� �x' �* F��6 �< P�O

W�	 ?� q�' {an} UZ JFB�' ��3'��> W�	 ?� E∗ $��9 
�� �* Jα = ∞ PIO F��6
��3'��> W�	 ?� q�' E∗ 3��	 34�	 ��3'��> W�	 ?� an �D� ���? FB�' ��3'��>

UZ FB�' ��3'��> W�	 ?� an ��g J34�	

∀k ∃n (an > k)

Jk �� ,�?� � 	 � > F1� � ��� �&� �� ank
3� '� � an ?� ,�� �� ( '*� �? UZ

2limk→ aank
= ∞ � �.'�* Jank

> k

,����('*��? *�36 ,���� � E �> Jα = sup E $��9 
�� �* Jα ∈ R PIIO F��6
UZ JF<� �.B	 E +�*�> F	�m ��2� �* � 2F<� R �* an

α ∈ E = E ⊆ E∗ .

,����('*��? 36 3'���&�' &5�56 *3� G�� $��9 
�� �* 2α = −∞ PIIIO F��6
2lim an = −∞F��6 
�� �* �.(�� JE∗ = {−∞} 3��	 UZ 34�	 an

� α < u �> 34�	 ,�u &��� 34�(' ���X�	 +f6 3��> E�1 P�A=O P]O



��

∀N ∃n (n ≥ N & an ≥ u) P�O

an ≥ u ,��B��' �* an Jn &���.��' ,�?� �	 �> 3�*&� ��H' P�O ,�e	��
�> F1�� ����&� ank

3�'�� an ?� ,����('*��? UZ 3�>&� p39

∀k (ank
≥ u)

��k� Jβ ≥ u > α :�;'� J34�	 ank
,�����('*��? ?� &f� 36 �� ank

36 β :�D��
2F<� 0S�	 �A= J34 ��f4�KX��� UZ Jβ ≤ α 3��	 2β ∈ E∗

3� �> E�1 3�> p39 P]O � P�O �* α′ � α′ �= α �> 34� 	 α′ 3� �> E�1 P�O
P]O �	 ��	 UZ Jα < u ��g Ju = α+α′

�
]�/.'� �	 Jα < α′

∃N ∀n (n ≥ N =⇒ an < u) P�O

]� / . '� � 	 limk→ ank
= α′ � > F B � ,�{ank

}∞
�
U Z Jα′ ∈ E∗ �� g

Jk �� ,�?� �	 �> ,��S �	 F<� *�N�� N ′ 3�'�� ,*3� Jε = α′−α
�

k ≥ N ′ =⇒ u = α′ − ε < ank
< α′ + ε P�O

2F<� KX��� �* P�O � P�O

��? $��9 �	 �� 0(X ,��CX �* P]O F�BX ����&� Jα ∈ R �> &���9 �*
[*�> ���	

∀ε ∃N ∀n (n ≥ N =⇒ an < α + ε) P�dO

�	 
���Z 36 *��� �* �� ��2� �	�H� ,��CX J
���Z 36 ,�-/H� F�9�=
2+��>&� ���	 ��? $��9

�> F<� �� Jβ = lim inf an �> �� ,��	 &1�> � !?W ��4 ����� ��2�

234�	 an ,�����('*��? ?� &f� 36 β &��� Jβ ∈ E∗ P�O



���	� � �� !�"#� �$ ��� �d

∀u (u < β =⇒ ∃N ∀n (n ≥ N =⇒ u < an)) P]O
*�> ���	 ��? $��9 �	 �� P]O F�BX ����&� Jβ ∈ R �> &���9 �*

∀ε ∃N ∀n (n ≥ N =⇒ β − ε < an) P��O

�� ��2� � ��2� ,���CX 3�4�	 &5�56 *�3�� 
���Z � W�	 36 �> &���9 �*
2*�> ���	 ��? ,�� $��9 �	 ����&�

�� 34�	 an ,W�	 36 α &5�56 *3� �> �� ,��	 &1�> � !?W ��4 ����� ��2�
�> F<�

2α − ε < an ��	 F��"' &	 Jε > � �� ,�?� �	 P�O

2an < α + ε 3�	 �	 ,��(��� ?� Jε > � �� ,�?� �	 P]O

�� 34�	 an 
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2an < β + ε ��	 F��"' &	 Jε > � �� ,�?� �	 P�O

2β − ε < an 3�	 �	 ,��(��� ?� Jε > � �� ,�?� �	 P]O

α − ε α = β α + ε

β − ε β α α + ε
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an = �− n(−�)n P�

bn = (−�)n × �

�+ �

n

P�

an = (�
�

+ (−�)n)n P�

dn = (−�
�
)[

n
�
](�− (−�)n + �

�
) PR�L9 ǱqN &��� �	 �4��>O P�

2*�> E�1 ���('* 8� �� �� ����&� UZ F<� ��YZ M���4 ���D *�3�� ��g %)�7�
*3� �� ,�?� �	 UZ JQ′ = R ��g 234�	 ���D *�3�� ,���('* {xn}∞� +��> E�1

234�	 x �	 ��;�� �> F1�� xn ?� ,����('*��? ����&� Jx 3�'�� &5�56
E∗ = R∗ � E = R UZ F<� �� ,����('*��? 36 8� &5�56 *3� �� � �.' �*

UZ
lim supxn = +∞ , lim inf xn = −∞

F<� *�N�� 
���Z � W�	 36 :����� ��k� J34�	 �.4�3' 36 F<� 
f�� ���('* 8�
234�	&� 3�#� 0�� �* ��? ,��CX JE∗ �= ∅ :�����

an ≤ bn :�;'� n ≥ N �D� Jn �� ,�?� �	 �> 34�	 ,�N +��>E�1 ����� �c2�
J$��9 
�� �*

lim sup an ≤ lim sup bn P�O

lim inf an ≤ lim inf bn P]O

�� 36 �> 
�� �;� F1�D 36 ����&�' ,��B��' 8� 
�1�S ?� �> 3�4�	 �.4�* �N��
� W�	 36 ����&� ,��B��' 8� 
�1�S ?� $��9 �� �* &�� 34�	 *�N�� Q�S �*

2F1�D 
���Z
2β = lim sup bn � α = lim sup an 3��> E�1 2P�O ����	

2F<� ���X�	 +f6 Jβ = ∞ �D� PIO

lim an = −∞UZ an ≤ bn ��g Jlimn→∞ bn = −∞ :�;'� Jβ = −∞ �D� PIIO
2F<� ���X�	 +f6 � α = −∞ &���

36 ,�-/H� F�9�= �	 ��	 +���D&� :��/�* �� ε > � Jβ ∈ R 3��>E�1 PIIIO
�> F<� *�N�� N ′ 3�'�� &��(S ,*3� W�	

∀n(n ≥ N ′ =⇒ bn < β + ε)
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:�;'� Jn ≥ N + N ′ �D� Jn �� ,�?� �	 UZ

an < β + ε P��O

� > F<� *� N� � ank
3 � '� � ,�� �� ( '*� �? U Z F<� an ,W� 	 3 6 α �� g

:�;'� 2k ≥ N + N ′ �� ,�?� �	 P��O �	 ��	 2limn→ ank
= α

ank
< β + ε

k→∞=⇒ α ≤ β + ε

2α ≤ β UZ *�	 :��/�* ε > � ��g

2*�> F	�m �	�H� b��S �	 ����&� �� P]O
2+����&� �� ��? T�`� JW�	 36 ,�-/H� F�9�= ?� ,*�	��> ����� �	

�	 ��4 �	 3��* ��H' 23�4�	 &5�56 ,�����('* {bn}∞� � {an}∞� 3��> E�1 [T�`�
+���* �*�	 &���

lim inf an + lim inf bn

(�)

≤ lim inf(an + bn)
(�)

≤ lim sup(an + bn)
(�)

≤ lim sup an + lim sup bn

�	�H� b��S �	 P�O � +��>&� F	�m �� P�O JF<� :34 F	�m Ir (X P�O ,��B��' [06
2*�4&� F	�m

+���D&� �x' �* �� ��? ,�".��6 Jβ = lim sup bn � α = lim sup an 3��> E�1

+f6 � F<� +∞ !�* Q�S UZ (−∞ < β) β �= −∞ :�;'� Jα = +∞ �D� PIO
2F<� ���X�	

F<� ��3'��> W�	 ?� bn � lim an = −∞UZ Jβ < +∞ :�;'� Jα = −∞ �D� PIIO
� �.' �*

lim(an + bn) = −∞ =⇒ lim sup(an + bn) = −∞

23.1�&� p�#�� ��? ,�".��6 $��9 
�� �* Jα ∈ R 3��> E�1 T�6

2+��>&� F	�m PIO 3�'�� Jβ = +∞ �D� PIIIO

2+��>&� F	�m PIIO 3�'�� Jβ = −∞ �D� PIVO
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,�-/H� F�9�= �	 ��	 +���D&� :��/�* �� ε > � Jβ ∈ R 3��> E�1 T�6 PVO
JP��2� ,��CXO W�	

∃N�∀n(n ≥ N� =⇒ an < α +
ε

�
)

∃N�∀n(n ≥ N� =⇒ bn < β +
ε

�
)

Jn ≥ N� + N� �� ,�?� �	 UZ

an + bn < α + β + ε

*�4&� � �.' JP�c2� ,��CXO +���D&� W�	 36 
�1�S ?�

lim sup(an + bn) ≤ α + β + ε

UZ J*�	 :��/�* ε > � ��g

lim sup(an + bn) ≤ α + β

+���* �*�	 &��� �	 ��4 �	 3��* ��H' lim an = α 3��> E�1 2� 
����

lim inf(an + bn) = lim an + lim inf bn

lim sup(an + bn) = lim an + lim sup bn

3��* ��H' J34�	 F(`� *�3�� ?� ��3'��> ,����('* {an}∞� 3��> E�1 2� 
����

lim inf �
an

= �
lim sup an

:�;'� Jlim supan > � �D� P�O

lim sup �
an

= �
lim inf an

:�;'� Jlim inf an > � �D� P]O

� 34�	 &5�56 ,���('* {an}∞� 3��> E�1 ����� ��2�

σn =
a� + a� + · · · + an

n
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lim inf an ≤ lim inf σn ≤ lim sup σn ≤ lim sup an
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∃N ∀n (n ≥ N =⇒ an < α + ε)
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σn =
(a� + · · · + aN−�) + (aN + · · · + an)

n

$�� ( � ?� � A � N � � � F <� F 	� m ,��3 5 � (a� + · · · + aN−�) $�� ( �
UZ F<� �.fg�> α + ε ?� (aN + · · · + an)

σn ≤ a� + · · · + aN−�
n

+
n − N + �

n
(α + ε)

ε > � ��g Jσ ≤ α + ε +����&� F<* �	 J+ �� �D&� W� 	 36 J
�1�S ?�
2σ ≤ α UZ *�	 :��/�*

&5�56 *3� u 3��>E�1 Jlim an = −∞ $��9 
�� �* Jα = −∞ %;�� 0��	
UZ 2an → −∞ ��g J34�	

∃N ∀n (n ≥ N =⇒ an < u)

σn ≤ a� + · · · + aN−�
n

+
n − N + �

n
· u

JP�c2� ,��CXO +���D&� W�	 36 J
�1�S ?�

lim sup
n→∞

σn ≤ u
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2limσn = α :�;'� Jlim an = α :�D�� P &4�> T�� 36O ����� ��2�
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n

n = � , lim �+
√
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n = ∞ %)�7�
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2F<� l�	 ��;�� q�' {(a� · a� · · · an)

�

n }∞
�
&<3�� 
�;'��� ,���('* :�;'� 34�	

7Ae� Uf�O ln(a� · a� · · ·an)
�

n = ln a�+ln a�+···+ln an

n → ln l [&��� ����
PFB�' ���X�	
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PFB�' ���X�	 7Ae� Uf�O Jlim n
√

an = l :�;'� limn→∞
an+�

an
= l �> ,��S

Jxn → l $��9 
�� �* J(n ≥ �) xn = an

an−�

� x� = a� 3��* ���X 2����	

n
√

an = (x�, x�, . . . , xn)
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n → l.
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√
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&��� FB�' ���X�	 7Ae� Uf� 2limσn = α :�;'� Jlimn→∞ an = α �D� $��9
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=⇒ σn → �
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√
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n
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�
√
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√

n + �)
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→ �

�

n

∑
r∈A

ar <
�+ �

�
+ �

�
+ · · · + �

n
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→ �

2σn → �UZ
$��9 
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lim inf
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an

(�)
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√

an ≤ lim sup n
√
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JF<� ���X�	 P�O :�;'� Jα = ∞ :�D�� lim sup an+�

an
= α +��> E�1 %+�/ Q��R�

,�-/H� F�9�= �	 ��	 +���D&� �x' �* :��/�* �� ε > � Jα ∈ R 3��>E�1 UZ
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∃N ∀k (k ≥ N =⇒ ak+�

ak
< α + ε)
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�1�S ?�
+��>&�
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k=N

ak+�

ak
<

n−�∏
k=N
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< (α + ε)n−N

an < (α + ε)n[aN(α + ε)−N ]
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+���'&�
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√

an < (α + ε) n
√

A

UZ P~��gO limn→∞
n
√

A = � ��g +���D&� W�	 36 J
�1�S ?�

lim sup n
√

an ≤ α + ε

UZ *�	 :��/�* ε > � ��g �

lim sup n
√

an ≤ α

2+��>&� F	�m �	�H� b��S �	 �� P�O ,��B��'
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limn→∞ n
√
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J{an} 3�'�� &5�56 *�3�� ?� ���('* �� ,�?� �	 ����� ��2�

lim sup an = inf
k∈N

sup
n≥k

an = lim
n→∞

sup
n≥k

an P��O

lim inf an = sup
k∈N

inf
n≥k

an = lim
n→∞

inf
n≥k

an P��O

����� ��2�

Jan = (−�)n−�(�+ �
n ) P�O

sup
n≥k
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= sup
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(
�+

�

k

)
, (−�)k
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�

k + �

)
, . . .

}
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�+ �

k , 34�	 *�1 k�D�
�+ �
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, 34�	 ^�? k�D�

lim sup an = inf(sup
n≥k

an) = �

$��9 
�� �* an = �+ (−�)n P]O

inf{ak, ak+�, . . .} = inf{�+ (−�)k,�+ (−�)k+�, . . .} = �

=⇒ lim inf an = sup{�,�, . . .} = �

Jcn = (−�)n

n P�O
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{ck, ck+�, . . .}
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k
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k
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k + �
, . . .
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k , 34�	 ^�? k �D�
�
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lim sup an = inf αk = �

a �	 7���� �	 �> 3�4�	 &������('* {bn}∞� � {an}∞� :�D�� P���qgO ����� �c2�
:�;'� J3�4�	 ��;�� b �

lim
n→

a�bn + a�bn−� + · · · + anb�
n

= ab .

F4�' ����&� Jxn → �UZ Jxn = an − a 3��> E�1 %5���6

a�bn + a�bn−� + · · · + anb�
n

=
(x� + a)bn + (x� + a)bn−� + · · · + (xn + a)b�

n

= a × b� + b� + · · · + bn

n
+

x�bn + x�bn−� + · · · + xnb�
n

�	��	 !�* ,�A�N 36 +��> F	�m F<� &1�> 2F<� ab �	��	 T�� ,�A�N 36 ��g
2B = supn |bn| +��*&� ���X 2F<� �#9∣∣∣∣x�bn + x�bn−� + · · · + xnb�

n

∣∣∣∣ ≤ B × |x�| + |x�| + · · · + |xn|
n

→ �

2+����&� F<� &4�> T�� 36 ,��CX +���� &��� �> �� U.��.4 ,���CX 8���
F(`� *�3�� ?� ,����('* {pn}∞� +��>E�1 PU.��.4 T�� ,��CXO ����� ��2�

�> ,��S �	 34�	
Sn = p� + p� + · · · + pn → ∞

:�;'� Jlim an = α �D� $��9 
�� �*

lim
n→∞

p�a� + p�a� + · · · + pnan

p� + p� + · · · + pn
= α

23��> �N�� ��? ,��CX �	 2*�> F	�m +�5.B� $��9 �	 ����&� �� ��CX 
��
3��* ��H' Jbn =

∑n

�
pkak∑

n

�
pk

� J��2� ,��CX $�%��#� �	 ����� ��2�

lim inf an ≤ lim inf bn ≤ lim sup bn ≤ lim sup an
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Jα = lim sup an 3 � � > E� 1 J� '� � ' ,�� 	 3 � � > 0 � � ��2� 3 � '� � %5� �� 6
2*�4&� F	�m ��? $��9 �	 Jα ∈ R �> &.��6 2β = lim sup bn

W�	 36 �-/H� F�9�= �	 ��	 +���D&� :��/�* �� ε > �

∃N ∀n (n ≥ N =⇒ an < α + ε) P��O

,�?� �	 limn→∞ A
Sn

= �UZ F<� &.	�m ��35� a�p� + · · ·+ aNpN = A ��g
F4�' ����&� n ≥ N ��

bn =
a�p� + · · · + aNpN

Sn
+

pN+�aN+� + · · · + pnan

Sn

≤ A

Sn
+

(α + ε)(pN+� + · · · + pn)
Sn

=
A

Sn
+ (α + ε) × Sn − SN

Sn

=
A

Sn
+ (α + ε)(�− SN

Sn
)

���< 2β ≤ α UZ *�	 :��/�* ε > � ��g Jβ ≤ α + ε +���D&� W�	 36 J
�1�S ?�
2*�4&� F	�m ��2� �	�H� b��S �	 �".��6

23��&� F<* �	 ��2� ?� ,�� �.' ����� �	 ��2� ,��CX
,�����('* {xn}∞� � {yn}∞� 3��> E�1 PU.��.4 !�* ,��CXO ����� ��2�

�� �* Jyn < yn+� 3�	 �	 ,��(��� ?� � lim yn = ∞ �> ,��S �	 3�4�	 *�3�� ?�

2lim xn

yn
= α :�;'� (α ∈ R∗) limn→

xn+�−xn

yn+�−yn
= α �D� $��9

+��>&� ����� ��? $��9 �	 �� {an}∞� � {pn}∞� ,�����('* %5���6

p� = y� , pn = yn+� − yn , n ≥ �

x� = p�a� , xn+� − xn = pnan

� p� + p� + · · · + pn = yn → ∞ � pn > � 3 � 	 � 	 ,�� ( �� � ?� �  � . ' �*
J3��>&� p39 U.��.4 T�� ,��CX @���4 �* pn � an 
�� �	 ��	 an = xn+�−xn

yn+�−yn

2lim xn

yn
= α :�;'� lim an = α �D� UZ

����� �d2�
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3��> �(<�L� �� ��? 36 ��35� Jp ∈ N 3��> E�1 P�

lim
n→∞

�p + �P + �p + · · · + np

np+�

�* Jyn = (n + �)p+� � xn = �p + �P + �p + · · · + np 3��> E�1 [06
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yn+� − yn
=

(n + �)p

(n + �)p+� − (n)p+�

=
(n + �)p(

p + �

�

)
np +

(
p + �

�

)
np−� + · · · +

(
p + �

p + �

)

→ �

p + �

2*�> �(<�L� 
��� T��f.'� 8� 8�> �	 ����&� �� p�1 36 �����

2lim ln n
�+ �

�
+ �

�
+···+ �

n

FB	�Ae� P�

$��9 
�� �* yn = �+ �
�

+ �
�

+ · · · + �
n � xn = ln n +��> E�1 [06

lim
xn

yn
= lim

xn+� − xn

yn+� − yn

= lim
ln(n + �) − ln n

�
n+�

= lim(n + �) ln
n + �

n

= lim
n→∞ ln(�+

�

n
)n+�

= ln e

= �

p�1 36 ,�(<�L� ,��	 ,�;�* M�� 23��> �N�� _/	 
��� � 
���� �	
2F<� :34 �u���

23��> �(<�L� �� ��? 36 P�

lim
n→∞

ln n!
ln nn
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F4�* +����= Jn �� ,�?� �	 Jyn = lnnn � xn = ln n! 3��* ���X

xn+� − xn

yn+� − yn
=

ln(n + �)
(n + �) ln(n + �) − n ln n

=
ln(n + �)

ln(n + �) + n ln (n + �) − n ln n

=
ln (n + �)

ln (n + �) + ln (�+ �
n )n

2limn→∞ xn

yn
= �UZ ln(�+ �

n )n → � ��g

F4�' ����&� $��9 
�� �* Jan = lnn!
n ln n 3��> E�1 [!�* b��S

an =
�
n ln n!
ln n

=
ln n

√
n!

ln n

=
ln

n√
n!

n × n

ln n

=
ln

n√
n!

n + lnn

ln n

2lim an = �UZ J n√
n!

n → �
e _/	 
��� ?� � 
���� �	 �N�� �	

���
�� ��2�

J��2� ,��CX ?� :*�#.<� �	 � lim an+�

an
= e 3��> F	�m an = nn

n! 3��>E�1 P�
8� ?� :*�#.<� �	 �� 36 
�� 3�'���&� ���O limn→∞ n

n√
n!

= e �> 3���;	 � �.'
P23��> 06 7<��� 
��� T��;.'�

3�	��	 �� ��? ,�����('* 
���Z � W�	 36 P�

an = cosn P�O

bn = sin nπ
�

cos nπ
�
P]O

cn = n sin nπ
�
P�O



�d�

F<� :34 ����� ��? $��9 �	 {Sn} ,���('* P�

S� = � , S�n =
S�n−�
�

, S�n+� =
�

�
+ S�n

23��> �3�Z �� Sn 
���Z � W�	 36

3'� &5�56 ,���('* �* {bn} � {an} P�

3��> F	�m �*�	 &��� �	 ��4 �	 P�O

lim sup(an + bn) ≤ lim sup an + lim sup bn

3��> F	�m �*�	 &��� �	 ��4 �	 bn ≥ � � an ≥ � :�D�� P]O

lim sup anbn ≤ (lim sup an)(lim sup bn)

3��* ��H' 3�4�	 ��3'��> ,�����('* {bn} � {an} 3��> E�1 P�

lim inf(an + bn) ≤ lim inf an + lim sup bn ≤ lim sup(an + bn)

:�;'� Jbn ≥ � � an ≥ � �> &���9 �*

lim inf anbn ≤ lim inf an × lim sup bn ≤ lim sup anbn

3��> F	�m Pc

lim
n→∞

n∑
�

�√
n� + k

= �

lim
n∑
�

�√
n + k

= ∞ , lim
n→∞

n∑
�

�

n� + k
= �

� 34�	 [�,∞)�	 &��q' � &#���' &�	�� f 3��> E�1 P�∗

xn =
n∑

k=�

fk −
∫ n

�

f(x) dx

2F<��;�� xn UZ F<� ��3'��> � ���f� xn 3��* ��H'



���	� � �� !�"#� �$ ��� �d�

*�4&� � �.' Jf(x) = �
x ]�/.'� �	 P�

xn = �+
�

�
+ · · · + �

n
− ln n

36 2F<��;�� xn UZ F<� ��3'��> � &��q' xn *�4&� � �.' UZ
:�D�� 2����� �	 F<� �	��	 �r (��5� � 3���'&� �A��� F	�m �� ���('* 
��

+��> ����� 
��g �� bn ,���('*

bn = �− �

�
+
�

�
− · · · − �

�n
�� bn =

�

n + �
+ · · · + �

�n

Pbn = x�n − xn + ln� [&�������O bn → ln� :�;'�

Pf(x) = �
x 3��* ���X [&�������O limn→∞ ln n∑n

�

�

k

= � 3��> F	�m P�

3��> ]�B6 �� limn→∞
√
�+

√
�+···+√

n
�
√

n
36 P�

�S�- ��������


F4�* F��=* ���('* �� 36 +�*�	 ��> �	 ���('* 8� &���;�� ,��	 Ir (X �> &#���� �*
�	 &<�.<* �> &������('* �* ~*�> F	�m �� 36 *�N� J36 ��C6 ��3	 ����&� ���
��C6 ��3	 �> ,��e	�% P�"��< 3�'��O FB�' ��YZ ��f�� Wr ���� 36 &�X�� ��35�
,�����('* _/	 �* 
�� �* 2*�	 3���= ]�Ae� ,��e	�% 3�> F	�m �� 36 *�N� J36
23��>&� 7�5�� �� Q3� �� J�* �� �> *�> +����= &1��� �� ���f� ,�����('* � &4�>
&4�> ,���('* 8� �� (X, d) ,�.� ,�C1 �* {an}∞� ,���('* ���
�� ��2�

J:�D�� 3�>&� p39 &4�> ��4 �* an +���D �� +�'��=
Jm � n �� ,�?� �	 �> ,��S �	 34�	 N 3�'�� ,*3� Jε > � �� ,�?� �	

(n, m ≥ N =⇒ d(an, am) < ε) P�cO

2*�> ���	 ��? T*��� ,�"���9 �	 ����&� �� p�1 �����
Jn �� ,�?� �	 �> ,��S �	 34�	 N 3�'�� ,*3� Jε > � �� ,�?� �	

(n ≥ N =⇒ d(an, aN) < ε) P��O

Jk � n �� ,�?� �	 �> ,��S �	 34�	 N 3�'�� ,*3� Jε > � �� ,�?� �	



�d�

(n ≥ N =⇒ d(an+k, an) < ε) P��O

:��/�* �� ε > � 2F<� &4�> ,���('* 8� Jan = �
n ,���('* +��*&� ��H' 2� T�`�

Jm � n �� ,�?� �	 :�;'� JN = �
ε �D� J+���D&�

n ≥ �

ε
, m ≥ �

ε
=⇒

∣∣∣∣�n − �

m

∣∣∣∣ <
�

n
+
�

m
≤ ε

�
+

ε

�
= ε .

2FB�' &4�> ,���('* 8� an = �+ �
�

+ �
�

+ · · ·+ �
n ,���('* 3��* ��H' 2� T�`�

+��>&� F	�m �� ��? +f6

∃ε ∀N ∃n ∃m (n, m ≥ N & |an − am| ≥ ε)

� m = N + � ]�/ . '� � 	 3 4� 	 :�� / �* & � � ( S *3 � N � ε = �
�
3 � � > E� 1
Jn = �N

|an − am| =
�N∑

k=N+�

�

k
≥

�N∑
k=N+�

�

�N
= N × �

�N
=
�

�

�3.	� F<� &���;�� T*��� �*�	 &4�> JRk � :*�H1 ,���C1 �* *�> +����= F	�m
23�>&� p39 &4�> ��4 �* ��;�� ,���('* �� J,�.� ,�C1 �� �* +��*&� ��H'
2F<� &4�> ,���('* 8� ��;�� ,���('* �� J,�.� ,�C1 �� �* ����� ��2�

�� ε > � 234�	 (X, d) ,�C1 �* P �	 ��;�� ,����('* {Pn} 3��> E�1 %5���6
Jn �� ,�?� �	 �> FB� ,�N 2+���D&� :��/�*

(n ≥ N =⇒ d(Pn, P ) <
ε

�
) P��O

:�;'� Jn, m ≥ N �D� Jm � n �� ,�?� �	 UZ

d(Pn, Pm) ≤ d(Pn, P ) + d(P, Pm) <
ε

�
+

ε

�
= ε.

,�C1��? ?� ,����('* an = �
n ,���('* ���? FB�' ���X�	 ��CXUf� J3��> �N��

2FB�' ��;�� �C1 
�� �* ��� 3�>&� p39 &4�> ��4 �* �> F<� X = (�,�)

�* �� ��2� ,��CXUf�UV< 2F<� ��3'��> &4�> ���('* �� +��*&� ��H' �3.	�
2+��>&� F	�m Rk � :*�H1 ,���C1



���	� � �� !�"#� �$ ��� �dc

2F<� ��3'��> &4�> ,���('* �� J,�.� ,�C1 �� �* ����� ��2�
]�/. '� � 	 234� 	 (X, d) ,�C1 ?� &4�> ,�� �� ( '* {Pn}∞� 3� �>E�1 %5��� 6
,�?� �	 � �.' �* 2d(Pn, Pm) < � Jn, m ≥ N�� ,�?� �	 �> FB� ,�N Jε = �

JaN−� J. . . Ja� Ja� JWr ��.6� q 	 ��an ,��� &��� Jd(Pn, PN ) < � Jn ≥ N ��
�� ,�?� �	 :�;'� r = max�≤i≤N d(ai, aN) + � �D� T�6 23�4�	&� N�(aN ) �C�

2an ∈ Nr(aN ) Jn
����� ��2�

2F<��;�� &4�> ,���('* �� J:*�H1 ,�C1 �� �* P�O

2F<��;�� &4�> ,���('* �� JRk �* P]O

%5���6

:*�H1 X ��g 34�	 (X, d) :*�H1 ,�C1 �* &4�> ,����('* {an} 3��> E�1 P�O
3 � '� � ,��e 5 ' � 	 � > F<� *�N� � {ank

}∞
�
3 � '� � ,�� �� ( '*� �? U Z F<�

�x' �* :��/�* �� ε > � 2limn→∞ an = P +��*&� ��H' 2F<��;�� P ∈ X

JUZ 23�>&� p39 &4�> ��4 �* an ��g J+���D&�

∃N� ∀n, m (n, m ≥ N� =⇒ d(an, am) <
ε

�
) P�dO

UZ Jank
→ P ��g

∃N� ∀k (k ≥ N� =⇒ d(ank
, P ) <

ε

�
) P��O

Jn ≥ N� �� ,�?� �	 UZ Jk = N� + N� 3��> E�1 T�6

d(an, P ) ≤ d(an, ank
) + d(ank

, P ) <
ε

�
+

ε

�
= ε.

UZ F<� ��3'��> Pn ��g J34�	 Rk �* &4�> ,����('* {Pn}∞� 3��> E�1 P]O
?� +f6 UZ F<� :*�H1 I ��g JPn ∈ I �> FB� I 3�'�� ,3�	 k ,:� 6

2*�4&� � �.' P�O



�d�

� :*�H1 ,���C1 �* 2*�> ���	 ����&� ��? $��9 �	 !���� �� ��2� � ��2� ,��CX
[Rk

F<� &4�> an ⇐⇒ F<��;�� an

23���D !�� 34�	 ��;�� &4�> ,���('* �� �� �* �> �� ,�.� ,�C1 ���
�� �c2�
�.B	 ,���� � �� 2F<� !�� &<3�AX� �.� �	 Rk 2F<� !�� :*�H1 ,�C1 �� UZ

2F<� !�� UZ F<� :*�H1 ��g :*�H1 ,�C1 8� �*

��8T= ��������


34�	 *�3�� ?� ,����('* {an}∞� 3��> E�1 ���
�� ��2�
2an ≤ an+� Jn �� ,�?� �	 :�D�� +�'��= ,*��9 �� {an} PIO

2an < an+� Jn �� ,�?� �	 :�D�� +�'��= ,*��9 �r3�>� �� {an} PIIO
23'�4&� ����� �	�H� b��S �	 &��q' �r3�>� � &��q' ,���('*

234�	 &��q' �� ,*��9 �D� +�'��= ���f� �� {an} PIIIO
2F<� &��q' an &��� �	 an ↓ � F<� ,*��9 an &��� �	 an ↑ $��(�

�."	 $��(� �	 J*��* 36 ,*��9 ,���('* �� ����� ��2�

+��Z�< �� 36 � F<��;�� 34�	 *�3L� W�	?� �D� ,*��9 ,���('* ��
2F<� +∞M3k6 34�(' *�3L� W�	 ?� �D� &�� F<� ��

Sn ��g 234� 	 Sn *� 	 E � :*� 	 ,*��9 ,���� ( '* {Sn}∞� +��> E�1 %5��� 6
2limn→∞ Sn = sup E +��*&� ��H' 2F<� *�N�� E +�� Z�< UZ F<� ��3 '��>
,�-/H� F�9�= �	 ��	 2+���D&� �x' �* :��/�* ε > � Jα = sup E +��> E�1

:�;'� n ≥ N �D� T�6 2α − ε < SN �> FB� ,N +��Z�<

α − ε < SN ≤ Sn ≤ α < α + ε

2*�4&� ���	 ��? $��9 �	 &��q' ,�����('* ,��	 �	�H� ,��CX
+��#��� M3k 6 � F<��;�� *�3L� 
���Z ?� � &��q' ,���('* �� ����� ��2�
M36 W� � F<��;�� 34�	 *�3L� 
���Z ?� � &��q' ���('* �D� F5�56 �* 2FB'�

2F<� −∞
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f�� �� 36 ��C6 ��3	 36 *�N� $�(m� J&4�> ��4 3�'��� Jp�1 ,��CX �*
23'?�<&�

����� �d2�

(� < λ < �) J|an+�|
(∗)
≤ λ|an| Jn �� ,�?� �	 � a� = � ��4 �* an ,���('* P�
23��> �3�Z �� M36 � F<��;�� 3��> F	�m 3�>&� p39

��g � F<� & ��q ' |an| ,� �� ( '* U Z |an+�| ≤ λ|an| < |an| ��g [06
+ � � > E� 1 F<�� ; � � �  � . ' �* F<� *�3L � 
 � �� Z ?� U Z |an| ≥ �

� �.' �* α ≤ λα UZ +���D&� 36 (∗) ,�e	�� 
�1�S ?� limn→∞ |an| = α

2limn→∞ an = �UZ α = �

:34 ����� ��? $��9 �	 Sn ,���('* P�{
S� =

√
�

Sn+� =
√
�+ Sn (n ≥ �)

23��> �3�Z �� Sn 36 2F<��;�� Sn 3��> F	�m
PǱ��5.<� �	O F<� ,*��9 Sn +��>&� F	�m [06

����&� $��9 
�� �* Sn ≤ Sn+� 3��>E�1 JF<� ���X�	 +f6 Jn = � �D�
JF4�'

Sn+� =
√
�+ Sn ≤

√
�+ Sn+� = Sn+�

limSn = α 3��>E�1 2F<� *�N�� Sn 36 � �.' �* F<� ,*��9 Sn UZ
UZ α =

√
�+ α *�4&� � �.' JSn+� =

√
�+ Sn ,�e	�� ?� ,��D 36 �	

W� 	 ?� Sn + ��* ��H ' F<� & 1� > JSn &���;�� ,�� 	 2α = ∞ � � α = �

,�?� � 	 PǱ�� 5 .<� � 	OJSn ≤ � Jn �� ,�?� � 	 + ��*&� ��H ' JF<� *�3L�
� Sn ≤ � 3��> E�1 2F<� ���X�	 +f6 n = �

Sn+� =
√
�+ Sn ≤

√
�+ � = �

2F<� � �	 ��;�� Sn 
���	��	

&u��5 .<� ,�e	�� ?� UV< 2*�4 F	� m 36 *�N� 3�� 	 �3. 	� &����A �B� 
��g �*
p39 an+� = �an + � � a� = � ��4 �* {an}� ,���('* Ir `� 2*�4 �.1�D 36
E�1 �	O +���;	 36 &�N��� ,�e	�� 
�1�S ?� 36 *�N� $�(m� ��3	 �D� 3�>&�

234 3���= Pα = lim an

α = �α + � =⇒ α = −�.



�d�

2F<� +∞M3k6 � F(`� :����� an ,���('* �> &��6 �*
���
�� ��2�

{xn} 3��> F	�m xn+� = � −
√
�− xn Jn �� ,�?� �	 � < x� < � :�D�� P�

xn+�

xn
→ �

�
3��> F	�m q�' � F<� �#9 M3k6 � &��q'

2F<��;�� an 3��> F	�m an+� =
√
�+

√
an � � < a� < � :�D�� P�

36 2F<� *�3L� W�	 ?� � ,*��9 an = �
n+�

+ · · · + �
�n
,���('* 3��> F	�m P�

2*�> ]�B6 q�' 
��� T��;.'� 8� 8�> �	 ����&� �� ���('* 
��

,�e	�% �	 {an} ,���('* P�

a� = � , an =
�

�+ an−�
n ≥ �

23��> 
���� �� �� 36 � F<��;�� 3��> F	�m 2F<� :34 �����

,�e	�% �	 {an} ,���('* P�

a� = � , an =
�

�+ an−�

23��> 
���� �� �� 36 � F<��;�� 3��> F	�m F<� :34 �����

+���=&� �	 �� �� �	 ,3�	 ,�� _/	 �* �> t�= ,���('* 3�g &<��	 �	 T�6
2+�?�*�Z&�

����� ��2�

limn→∞ n
√

n = � P�O

limn→∞
n
√

P = � :�;'� JP > � :�D�� P]O

Ja ∈ R P�O

limn→∞ an = � :�;'� J|α| < � �D�
*��3' 36 an :�;'� Jα = −� �D�

limn→∞ an = +∞ :�;'� Jα > � �D�
limn→∞ an = � :�;'� Jα = � �D�
*��3' 36 an :�;'� Jα < −� �D�



���	� � �� !�"#� �$ ��� ��d

limn→∞ nα

an = � :�;'� α > � � |a| > � :�D�� P$O

PF<� F	�m kO limnkan = � :�;'� J|a| < � :�D�� P�O

(a ∈ R) limn→∞ an

n! = � P^O

limn→∞ n!
nn = � P�O

2*�4&� ��YD�� 
���� ����� �	 $�(m�

5� ��� ���?=�,' #�%�

23��* ��H' limn→∞
an+�

an
= α � an > � 3��> E�1 P�

2limn→∞ an = ∞ :�;'� Jα > � �D� P�O
2limn→∞ an = � :�;'� J� < α < � �D� P]O

� 34�	 &.(`� &5�56 *3� k � a� > � 3��> E�1 P�

an+� = an +
k − a�n
�an

, (n ≥ �)

2lim an =
√

k 3��* ��H'

*�3�� JakJ. . . Ja� Ja� �D� &A> ��S �	 Jlimn→∞
n
√
�n + �n = � 3��* ��H' P�

:�;'� 3�4�	 &.(`�

lim
n→∞

n

√
an
�

+ an
�

+ · · · + an
k = max

�≤i≤k
ai

34�	 x� + x = α ,��*��� F(`� ,�H�� β � F(`� ,*3� α 3��> E�1 P�
2F<� :34 ����� ��? $��9 �	 {an}∞� ,���('*{

� ≤ a� < β
an+� = α

�+an
, n ≥ �

lim an = β � 3�.B� ���f� a�n−� � a�n ,�����('*��? 3��> F	�m



���

limn→∞(sin
√

n + �− sin
√

n) = � 3��* ��H' P�

limn→∞ sin π
√

n� + � = � 3��* ��H' Pc

an 3 � �* �� H ' Jan+� = an+�+an

�
F<� :3 4 � �� � � 
 � � g an ,� �� ( '* P�

23�	��	 �� �� 36 � F<��;��

an → � 3��* ��H' Jan+� =
√
�an � a� = � 3��> E�1 P�

F<� :34 ����� ��? $��9 �	 {xn}∞� ,���('* P�

x� =
√

a , xn+� =
√

a + xn

2F<��;�� xn 3��* ��H'

� a > b > � 3��> E�1 P�d

a� =
a + b

�
, an+� =

an + bn

�

b� =
�ab

a + b
, bn+� =

�anbn

an + bn

� an > an+� > bn+� > bn 3��> F	�m

lim an = lim bn =
√

ab

� b� = b Ja� = a � a > b > � 3��> E�1 P��

an+� =
√

anbn , bn+� =
an + bn

�

23�.B� ��;�� bn � an 3��> F	�m

[&u������O F<��;�� an 3��> F	�m Jan+� =
√
�an � a� =

√
� 3��>E�1 P��

Pan+� − an =
√

an(
√
�−√

an) ≥ � � an < � 3��* ��H' Ǳ��5.<� �	

2F<��;�� xn 3��> F	�m Jxn+� = �
�
(x�n + �) � x� = a 3��> E�1 P��

� 3�4�	 &.(`� *�3�� β � α 3��> E�1 P��

x� = β , xn =
�

�

(
xn−� +

α

xn−�

)
2xn → √

α 3��* ��H'



���	� � �� !�"#� �$ ��� ���

�� ���

� 34 3����=E�1 @A./� hL	 *��� ,�� ,�< � �����('* ,��� 0-1 
�� ����Z ��
234 3���= ���	 �rL��9 $��9 �� ��i �*

,�e	�% �	 {Sn}∞� ,���('* J{an}∞� ,���('* �*�	 !�A��E�1 �	 ���
�� ��2�
F�I� �	 � 3���D an 3�k�� �	 ,�< �� an ,�< �� Sn =

∑n
k=� ak

a� + a� + a� + · · · ��
∞∑

n=�

an ��
∑

an

23���D q�'∑∞
� an &uqN ,�� l�� � �� �� Sn 23��*&� ��H' q�'

+�B��'&� � F<��;��∑∞
� an +���D 34�	 S �	 ��;�� {Sn} ,���('* :�D��

*�N� ��4 �	 �.(��O∑∞
� an = limn→∞ Sn ����� b(S �	 UZ 2∑∞

n=� an = S

P36
J,�< *�= _���' ,��	 &f� [ *�4&� :*�	 ��> �	 ��x�� �* �	∑∞

� an F�I�
��;�� $��9 �* �.(��O Sn 36 _���' ,��	 ,�;�* � {Sn}∞� ,���('* _���' &���

3��> �N�� P�*�	

~F<��;�� Sn ��� &��� w~F<��;��
∑∞

� an ���v ,�A�N ?� ��x�� P�O

~F<� �35g Sn 36 &��� w~F<� �35g
∑∞

� an ��35�v ,�A�N � P]O

2F<��D��∑∞
� an 3���D 34�	 ��D�� {Sn}�> &���9 �*

:34 $�(m� 7��e� ,��� UZ 34 ����� Sn &���;�� J
∑∞

� an &���;�� ��g
,��	 &4�> ��4 T�`� ����� �	 *�* \�<�� ��,�< ,��	 ����&� �� ���('* _/	 �*

2F<� ��? $��9 �	 F<� ��*��=�	 q�' &9�= F���� ?� �> ��,�<
�"�� � �D� F<��;��∑∞

� an P�� ,�< &���;�� ,��	 &4�> ��4O ����� ��2�
Jn, m�� �> ,��S �	 34�	 *�N�� N 3�'�� ,*3� Jε > � �� ,�?� �	 �D�

n, m ≥ N =⇒
∣∣∣∣∣

n∑
k=m

ak

∣∣∣∣∣ < ε

Sn � 34�	 ��;�� Sn �D� �"�� � �D� F<��;��
∑∞

� an J����� b(S �	 %5���6
�D� �"�� � �D� F<��;��

∀ε ∃N ∀n ∀m (n, m ≥ N =⇒ |Sn − Sm| < ε)



���

�� �

∀ε ∃N ∀n ∀m

(
n ≥ m ≥ N =⇒

∣∣∣∣∣
n∑

k=m

ak

∣∣∣∣∣ < ε

)
P��O

+����&� F<* �	 Jn = m +��* ���X P��O �* :�D��

∀ε ∃N ∀n (n ≥ N =⇒ |an| < ε)

[+�*�> F	�m UZ Jlim an = � &���
2an → � :�;'� 34�	 ��;��∑

an :�D�� ����� �c2�
23��>&� p39 an �→ � ��4 �* ��� ���? 3�.B� ��D�� ��? ,�� ,�<

∞∑
�

(−�)n ,

∞∑
�

n

n + �
,

∞∑
n=�

�× �× · · · × �n

�× �× · · · × (�n − �)

∑∞
�

�
n +��*&� ��H' J�n → � �> 
�� �	 ���? JFB�' ���X �	 ��2� ,��CX Uf�

+��*&� ��H' 2F<��D��

∃ε ∀N ∃n ∃m

(
n ≥ m ≥ N &

∣∣∣∣∣
n∑

k=m

�

k

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)

Jn = �N � m = N + � ]�/.'� �	 J+���D&� :��/�* �� N Jε = �
�
+��>E�1

+���*
�N∑

k=N+�

�

k
≥

�N∑
N+�

�

�N
= N × �

�N
=
�

�

)�7� �89 #:%�

JF<��;��∑∞
�

�
n(n+�)

3��> F	�m P�O

Sn =
n∑

k=�

�

k(k + �)
=

n∑
k=�

(
�

k
− �

k + �

)
= �− �

n + �

2∑∞
�

�
n(n+�)

= � � F<��;�� ,�< � �.'�* JlimSn = �UZ



���	� � �� !�"#� �$ ��� ���

F	� m 2F<� ,*� �9 Sn =
∑n

�
�
k�
��g 2F<��;�� ∑n

�
�
n�
3 � � > F 	� m P]O

2F<� ��3'��> W�	 ?� +��>&�

Sn = �+
n∑

k=�

�

k�

≤ �+
n∑

k=�

�

k(k − �)

= �+
n∑

k=�

(
�

k − �
− �

k

)

= �+ �− �

n

= �− �

n
< �

2F<��;�� � �.' �* F<� *�3L� W�	 ?� Sn UZ
J&u��;�� $�(m� ,��	 UZ F<� ,*��9 JSn =

∑n
� an :�;'� an ≥ � :�D��

3�k�� �> +�'?&� ,�< 8� ?� ,�;�* T�`� 2F<� ��3'��> +��* ��H' FB�1�>
234�(' F(`� :����� ��

F<��;��∑∞
n=�

(−�)n−�

n +��>&� F	�m P�O

Sn = �− �

�
+
�

�
− �

�
+ · · · + (−�)n−�

n

&��� �� ^�? ,���('*��? ��k� 2&��q' �' � F<� ,*��9 �' Sn

S�n = �− �
�

+ �
�
− �

�
+ · · · + �

�n−� − �
�n

= (�− �
�
) + (�

�
− �

�
) + · · · + ( �

�n−� − �
�n

)

��g S�n+� = S�n + ( �
�n+�

− �
�n+�

) > S�n ���? F<� ,*��9

S�n = �−
(
�

�
− �

�

)
−
(
�

�
− �

�

)
−· · ·−

(
�

�n − �
− �

�n − �

)
− �

�n
< �

JlimS�n = α +��> E�1 2F<��;�� � �.' �* F<� *�3L� W�	 ?� UZ

S�n+� = S�n +
�

�n + �

� S�n → α U Z limS�n+� = α + � = α J
 � 1� S ?� ,� � D3 6 � 	
2F<��;��∑ (−�)n−�

n &��� Sn → α � �.' �* S�n+� → α



���

0�� Ja� + a� + a� + · · · + an + · · · $��(� �* + *��' �> F4�* �N�� 3��	
F�I� 
�� � F<� Sn ,���('* ,��	 &.�I� JF�I� 
�� � FB�' *�3�� \�N

Ir `� J*��3' �� \�Nt��=
∞∑

n=�

(−�)n = −�+ �− �+ �− �+ �− · · ·

\�N 
�'��X �D� �f���6 �* PFB�' �#9 3�k�� 36 ���?O F<��D�� ,�< 8�
2*�4&� �#9 +��> \�N�� �* �� �* �� $I�N � +��	 ��> �	 �� &�����

$��9 
�� �*∑
bn = B �∑ an = A 3��> E�1 ����� ��2�∑

(an + bn) =
∑

an +
∑

bn P�O

2∑ can = c
∑

an Jc 3�'�� F	�m �� ,�?� �	 P]O

$��9 
�� �* JBn =
∑n

� bk � An =
∑n

k=� ak 3��* ���X %5���6
n∑

k=�

(ak + bn) = An + Bn → A + B

n∑
�

can = cAn → cA

F<� 
f�� ��CX Uf� 2|an| → α :�;'� Jan → α �> 34�	 ,����('* an :�D��
[+���* �� ,�< �* ��k� J34�(' ���X�	

��CX Uf� � F<��;��∑
an :�;'� 34�	 ��;��

∑ |an| :�D�� ����� ��2�
P��2� � T�`�O FB�' ���X�	

��4 �* UZ F<��;��∑ |an| ��g J+���D&� �x' �* :��/�* �� ε > � %5���6
:�;'� Jn, m ≥ N� �D� Jm, n �� ,�?� �	 �> FB� ,N� &��� 3�>&� p39 &4�>

Jm, n ≥ N� �� ,�?� �	 T�6 2
∑n

k=m |ak| < ε

|
n∑
m

ak| ≤
n∑
m

|ak| < ε

F<� !�A�� ,�< 8� �	 ,�< 8� ,�B��5� J�� ,�< ,�� ���?� 
��.�"� ?�
+��>&� ���	 ��? }�4 �	 �>

P�B��5� ���?�O ����� cd2�



���	� � �� !�"#� �$ ��� ��c


�� �* J|an| ≤ bn :�;'� n ≥ N �D� Jn �� ,�?� �	 �> 34�	 ,N 3��> E�1 P�O
2F<��;�� q�'∑ |an| 34�	 ��;��

∑
bn �D� $��9

�* J� ≤ cn ≤ dn :�;'� n ≥ N �D� Jn �� ,�?� �	 �> 34�	 ,N 3��>E�1 P]O
2F<��D�� q�'∑ dn 34�	 ��D��

∑
cn �D� $��9 
��

%5���6

,��B��' ?� 3�>&� p39 &4�> ��4 �* UZ F<��;��∑
bn ��g P�O

n∑
k=m

|ak| ≤
n∑

k=m

bn


�� � 	 � � 	 3 � >&� p39 &4�> ��4 �* q � ' ∑ |an| �> + �� � D&� � � . '
23�.B� ��;�� �* ��∑∞

� an �
∑∞

� |an|

2FB�' �> 34�	 ��;�� q�'∑ cn 3��	 P�O �	 ��	 P�A=O 34�	 ��;��
∑

dn �D� P]O

[F<� Q���� ,3k6 ,�B��5� ���?� �	 �> J�B��5� ���?� ?� ,�� �.'
$��9 
�� �* Jlimn→∞ an

bn
= α � bn > � � an ≥ � +��> E�1 ����� c�2�

�* �� �� ��;�� �* �� &���O 23'��.1���∑
bn �

∑
an :�;'� J� < α < ∞ �D� P�O

P3����D��

2F<��;�� q�'∑ an 34�	 ��;��
∑

bn�D� :�;'� Jα = � �D� P]O

2F<��;�� q�'∑ bn 34�	 ��;��
∑

an �D� :�;'� Jα = ∞ �D� P�O

2����	

:�;'� Jn ≥ N �D� n �� ,�?� �	 �> FB� ,N UZ an

bn
→ α ��g P�O

α − α

�
<

an

bn
< α +

α

�

�� �

�

�
αbn < an <

�

�
αbn

2F<� ���X�	 +f6 J�B��5� �	 ��	 T�6



���

� �.' �* an ≤ bn �� � an

bn
≤ � :�;'� n ≥ N �> FB� ,N UZ an

bn
→ � P]O

2F<��;�� q�'∑ an J34�	 ��;��
∑

bn �D�

�> 3�*&� � �.' an

bn
→ ∞ ,�e	�� P�O

∃N ∀n (n ≥ N =⇒ an

bn
≥ � =⇒ an ≥ bn)

2F<��;�� q�' J∑ bn J�B��5� ���?� �	 ��	 234�	 ��;��
∑

an �D� UZ

����� c�2�

J∑ sin an ,�� ,�< 3��* ��H' 234�	 ��;��
∑

an � an ≥ � 3��>E�1 P�
23�.B� ��;��∑ an

�+an
J∑ tanan

� �.'�* Jak → �UZ F< ��;��∑
an ��g [06

lim
sin an

an
= lim

tan an

an
= lim

an

�+an

an
= �

23����;�� �< �� ,3k6 ,�B��5� ���?� �	 ��	 UZ

J∑ an

�+an
,�� ,�< 3��* ��H ' 234� 	 �� D�� ∑ an � an > � 3� �> E�1 P�

23�.B� ��D�� �* ��∑
ln(�+ an)

3.1� p�#�� F<� 
f�� F��6 �* [06

an �→ � P]O an → � P�O

:�;'� Jan → � :�D�� P�O

lim
an

�+an

an
=

ln(�+ an)
an

= �

UZ 3'��.1���∑ an�	 ,�< �* �� J,3k 6 ,�B��5� ���?� �	 ��	 UZ
23�.B� ��D��

:�;'� Jan �→ � :�D�� P]O

ln(�+ an) �→ � ,
an

�+ an
�→ �

23�.B� ��D�� ,�< �* �� UZ



���	� � �� !�"#� �$ ��� ���

��D�� ��? ,�� ,�< ,3k 6 ,�B��5� ���?� �	 ��	 UZ JF<��D��∑ �
n ��g P�
23�.B�

∞∑
�

sin
�

n
,

∞∑
�

�

n n
√

n
,

∞∑
�

tan
�

n
,

∞∑
�

ln
(
�+

�

n

)

�g ��? ,�� ,�< ,:��	�* 234�	 ��;��∑∞
� an � an > � 3��> E�1 2� 
����

~F#D ����&�
∞∑
�

ln an

∞∑
�

ln(�− an) (� < an < �)

∞∑
�

a�n

∞∑
�

an

�− an
(an �= �)

∞∑
�

√
an

n

∞∑
�

√
an

∞∑
�

an+�

∞∑
n=m

an (m ∈ N)

∞∑
�

a�n

∞∑
�

√
anan+�

∞∑
�

a�n−�
∞∑
�

n�an

n� −√
n

∞∑
�

an sin n

∞∑
�

an

�+ n�an

∞∑
�

an

�+ nαan
(α > �)

∞∑
�

aα
n ( F	�m α )

�* ��>Y� ,�� ,�< ,:��	�* 234�	 ��D��∑∞
� an � an > � 3��>E�1 2� 
����

~F#D ����&� �g � 
����
,�< J34� 	 & . 	� m @ A ./� *3� x �� �* � > �� ∑∞

� xn ,�< �� �
 � � c�2�
23���D &<3��
����� c�2�

2F<��;��∑∞
n=� xn :�;'� J|x| < � �D� P�O

2F<��D��∑∞
n=� xn :�;'� J|x| ≥ � �D� P]O



���

U Z Sn = n + � :� ; '� Jx = � :� D� � 2Sn =
∑n

k=� xk E� 1 � 	 %5� �� 6
$��9 
�� �* Jx �= � +��> E�1 2F<��D�� ,�< &��� limSn = ∞

Sn − xSn = �− xn+� ==⇒ Sn =
�− xn+�

�− x

J|x| > � �D� � lim Sn = �
�−x

UZ limn→∞ xn+� = � :�;'� J|x| < � �D� T�6
2F<��D�� &��� *��3' 36 Sn UZ *��3' 36 xn+� :�;'�

:�;'� J|x| < � �D� �9I=
∞∑

n=�

xn =
�

�− x

*�N�� &4�> +>��� ���?� �	 !�' �	 ,3�#� ���?� 34�	 &��q' ,�< 3�k�� �D�
2F<�

U-��' 5��GA

$��9 
�� �* Jan ≥ � � 34�	 &��q' {an}� ,���('* +��>E�1 ����� c�2�
23'��.1���∑∞

� �na�n �∑∞
� an

tn = a�+�a�+�a�+ · · ·+�na�n � Sn = a�+a�+ · · ·+an 3��>E�1 2����	
23�.B� ,*��9 �* �� tn � Sn UZ Jan ≥ � ��g

�x' �* :��/�* �� n 2F<��;�� q�' Sn +��>&� F	�m 234�	 ��;�� tn +��> E�1
+���D&�

n < �n+� − � =⇒ Sn ≤ S�n+�−�
= a� + a� + · · · + a�n+�−�
= a� + (a� + a�) + (a� + a� + a� + a	) + (a
 + · · · + a��)

+ · · · + (a�n + · · · + a�n+�−�)
≤ a� + �a� + �a� + 	a
 + · · · + �na�n

= tn ≤ ∑∞
n=� �

na�n

2F<��;�� � �.' �* F<� *�3L� W�	 ?� Sn UZ
2F<��;�� q�' tn +��>&� F	�m 234�	 ��;�� Sn +��> E�1 T�6

S�n = a� + a� + a� + · · · + an + · · · + a�n

= a� + a� + (a� + a�) + (a� + a� + a	 + a
)
+ · · · + (a�n−�+� + · · · + a�n)

≥ �
�
a� + a� + �a� + �a
 + 	a�� + · · · + �n−�a�n = �

�
tn



���	� � �� !�"#� �$ ��� ��d

UZ F<� ��3'��> q�' tn � �.' �* Jtn ≤ �S�n ≤ �
∑∞

n=� an Jn �� ,�?� �	 UZ
2F<��;��

:�;'� 34�	 &��q' Jan ≥ � :�D�� 34�	 &���/�* &��(S *3� p �D� &A> ��S �	
2F<� ��CX 
�� ?� &9�= F��6 p�1 ,��CX 2F<� ��.1���∑∞

� pnapn J∑∞
� an

,��CX ?� ,*�	��> ����� �	 2F<��;��∑
�
n�
� ��D��∑ �

n +�*�> F	�m Ir (X
+��>&� F	�m 0(X
����� cc2�

2F<��;��∑
�
np :�;'� Jp > � �D� P�O

2F<��D��∑ �
np :�;'� Jp ≤ � �D� P]O

Jp > � 3��> E�1 2F<��D��∑ �
np UZ J �np �→ � Jp ≤ � �> &���9 �* 2����	

2F<� ��.1��� ��? ,�< �	∑ �
np ,�< UZ F<� &#���' � &��q' �

np �Y�
∞∑
�

�n × �

(�n)p
=

∞∑
�

(
�

�p−� )n

�> F<� &<3�� ,�< Jp�1 ,�< �

2p > � �D� F<��;�� P�O

2p ≤ � �D� F<��D�� P]O∑∞
�

�
n lnp n ,�< ����� c�2�

2p > � �D� F<��;�� P�O

2p ≤ � �D� F<��D�� P]O

2F<� ��.1��� ��? ,�< �	 &4�> +>��� ���?� �	 �N�� �	 2����	
∞∑
�

�n × �

�n(ln�n)p
=

�

lnp �

∞∑
�

�

np

2*�4&� � �.' � ,��CX ?� +f6 JT�6
23��> &<��	 ��∑ �

n ln(ln ln n)p ��.1� 2� 
����∑
�

n(�+ �

�
+ �

�
+···+ �

n )
,�< 3 ��* ��H ' + >�� � �� �?� ?� :*� # . <� � 	 2� 
 ��� �

2F<��D��
$��9 
�� �* 2α = lim sup n

√|an| 3��> E�1 P�H�� ���?�O ����� c�2�



���

2α < � �D� F<��;��∑ |an| ,�< P�O

2α > � �D� F<��D��∑ an ,�< P]O

234�	 ��D�� �� ��;�� F<� 
f�� &��� 2F<� � �.' &	 ���?� α = �F��6 �* P�O

F�9�= �	 ��	 Jα < β < � +���D&� 
��g �� β *3� Jα < � +��> E�1 P�O ����	
Jn �� ,�?� �	 �> FB� ,�N JW�	 36 ,�-/H�

(n ≥ N =⇒ n
√
|an| < β =⇒ |an| ≤ βn)

2F<��;�� q�'∑ |an| J�B��5� �	 ��	 UZ F<��;�� P&<3��O∑ βn ��g �
�> FB� ,�N UZ Jlim an = � :�;'� JP�A=O 34�	 ��;��∑

an :�D�� P]O

∀n (n ≥ N =⇒ |an| < � =⇒ n
√
|an| ≤ �)

� �. ' �* F<� E�1 QI= 
�� � Jα ≤ �UZ 2+���D&� W� 	 36 
�1�S ?�
2F<��D��∑ an

�* � � ,�� 	 � > 3 �� � ; 	 �x ' �* �� ∑ �
n�
� ∑

�
n ,�� ,�< P�O $� ( m� ,�� 	

2F<��D�� ,�;�* � ��;�� &f� �> &��6 �* Jα = �

2α = lim sup n
√

n
�n = �

�
���? F<��;��∑ n

�n %)�7�
2F<��;��∑

lnq n
np ,�< 3��* ��H' Jp > � 3��> E�1 2� 
����

P3��	 ��> �	 �� �H�� ���?� UV< J+>��� ���?� �3.	� [&�������O
2F<��;��∑

npa−n 3��* ��H' Ja > � 3��> E�1 2� 
����
� α = lim sup |an+�|

|an| 3 � � > E� 1 PF ( B ' �� �?�O �� � � � c�2�
$��9 
�� �* β = lim inf an+�

|an|

2F<��;��∑
an � �.' �* �

∑ |an| :�;'� Jα < � �D� P�O

234�	 ��D�� �� ��;�� F<� 
f��∑ an :�;'� Jα = ∞ �D� &.6 Jα ≥ � �D� P]O

2F<��D��∑ |an| :�;'� Jβ > � �D� P�O

234�	 ��D�� �� ��;�� F<� 
f��∑� an :�;'� Jβ ≤ � �D� P$O

�D� P�O

∃N ∀n (n ≥ N =⇒ |an+�

an
| ≥ �) P��O



���	� � �� !�"#� �$ ��� ���

23�.B� ��D�� �* ��∑
an �

∑ |an| :�;'�

+f6 �Y� P ��2� ,��CXO lim sup n
√|an| < �UZ Jα < � 3��>E�1 P�O ����	

23�� F<* �	 �H�� ���?� ?�
���?� ?� +f6 �Y� Jlim sup n

√|an| > �UZ Jβ > � 3��> E�1 P�O ���� 	
3�� F<* �	 �H��

2an �→ �UZ J|an| �→ � �> 3�>&� ]� �� ( �� ) ,�e	�� P�O ����	
�N�� ��2��	 P�O?� ,*�	��> ,��	O 3����D�� �* ��∑

an �
∑ |an| � �.' �*

P3��>
2*�* +����= ��H' 7<��� ,�� ,�< ,�u��� �	 �� P$O � P]O ,�� F�BX

)�7� �89 :V%�

2β = � Jα = � �> &��6 �* F<��D��∑ �
n +�'�*&� 2� T�`�

2β = � Jα = � �> &��6 �* F<��;��∑
�
n�
+�'�*&�

��� � � � �? $��9 � 	 �� {bn} � {an} ,��� �� ( '* 2x > � 3 � � > E�1 2� T� ` �
2+��>&�

an =

{
�
n , 34�	 ^�? n �D�
x
n , 34�	 *�1 n �D� , bn =

{
�
n�

, 34�	 ^�? n �D�
x
n�

, 34�	 *�1 n �D�
� ��;��∑

bn �> &��6 �* lim sup an+�

an
= lim sup bn+�

bn
= x J$��9 
�� �*

lim inf an+�

an
= lim inf bn+�

bn
= �

x < � 3��> �N�� 2F<� ���D��∑ an

+��>&� ����� ��? $��9 �	 �� {bn}� � {an}� ,�����('* 2� T�`�

an =

{
�
�n , 34�	 ^�? n �D�
�
�n , 34�	 *�1 n �D� , bn = n!

� F<��D��∑ bn UZ bn �→ �

n
√

an =

{
�
�
, 34�	 ^�? n �D�

�
�
, 34�	 *�1 n �D� =⇒ lim sup n

√
an = �

�
< �

��k� F<��;��
∑

an UZ
8�
9 $#� �� �Sn =

∑n

k=�
an �% � :���

S�n =

�n∑
k=�

ak > a� + a� + · · · + a�n = �+
�

�
+ · · · + �

n
→ ∞

�)���;��
∑

an <=



���

an+�

an
=

{
(�
�
)n × �

�
, 34�	 ^�? n �D�

(�
�
)n × �

�
, 34�	 *�1 n �D� =⇒ lim sup an+�

an
= ∞

�* ��� 
�� � F<� F(B' ���?� ?� �� ,�X ,�H�� ���?� �> +�3�* � T�`� �*
:�;'� lim an+�

an
= α �> &���9 �* 234�(' *�N�� an+�

an
36 �> 3.1�&� p�#�� &���9

� 3�<�&� � �. ' 8� �	 ���?� �* �� UZ Jlim n
√

an = α J��2� ,��CX �	 �� 	
)��D � �	�� ,�� ���?� F��6 
�� �* 23�.B� � �.' &	 Jα = � F��6 �* �* ��

23�4�	 \X�� 3�#� 3�'���&�

�� �* Jl = limn(�− an+�

an
) � an > � 3��> E�1 P�	�� ���?�O ����� ��2�

$��9

F<��;��∑
an :�;'� Jl > � �D� P�O

F<��D��∑ an :�;'� Jl < � �D� P]O

2F<� � �.' &	 ���?� :�;'� Jl = � �D� P�O

�� g J� < β < l + �� � D& � 
 � � g �� β *3 � Jl > � 3 � � > E� 1 2P�O �� �� 	
�> ,��S �	 F<� *�N�� m 3�'�� ,*3� UZ limn(�− an+�

an
) = l

∀k (k ≥ m =⇒ k(�− ak+�

ak
) > β)

�� �
βak < kak − kak+� =⇒

(β − �)ak < (k − �)ak − kak+� =⇒∑n
m(β − �)ak < (m − �)am − nan+� < (m − �)am =⇒∑n
� ak < �

β−� (m − �)am +
∑m−�

� ak

�  � . ' �* F <� *�3 L � W� 	 ?� � ,*� � 9 ∑
an UZ 2F <� F 	� m m �� g

F<��;��
�	 F<� *�N�� N 3�'�� &��(S ,*3� � �.' �* Jl < � 3��> E�1 2P]O ����	

�> ,��S

∀k (k ≥ N =⇒ k(�− ak+�

ak
) < �)

�� �



���	� � �� !�"#� �$ ��� ���

∀k (k ≥ N =⇒ ak+�

ak
>

k − �

k
) =⇒

n−�∏
k=N

ak+�

ak
>

n−�∏
k=N

k − �

k
=⇒

an

aN
>

N − �

n − �
=⇒ an > aN (N − �)

�

n − �

2*�4&� � �.' �B��5� ���?� ?� +f6 UZ 2F<��D��∑∞
N

�
n−� ,�< ��g

23���;	 �x' �* ��∑∞
�

�

n ln� n
�∑∞

�
�
n ,�� ,�< l = �F��6 �* 2P�O ����	

+���* ,�< �* �� ,��	 �> &��6 �* F<��D�� ,�;�* � ��;�� &f�
limn(�− an+�

an
) = �

U Z an+�

an
= �n+�

�n+�
�� g Jan = �·�···(�n−�)

�·�···(�n)
3 � � > E� 1 ��� � � ��2�

�<�Z ���� F(B' � �H�� ,�� ���?� UZ Jlim n
√

an = � � �.' �* � lim an+�

an
= �

+��>&� :*�#.<� �	�� ���?� ?� J3'��3' ��∑ an ,�< ,:��	 �* &��D
n(�− an+�

an
) = n

�n+�
→ �

�

2F<��D��∑∞
� an ,�< UZ

2F<��D�� p�1 ,�< 3��* ��H' J�	�� ���?� ?� :*�#.<� ��3	 2� 
����
3��* ��H' �	�� ���?� 8�> �	 Jα �= � 3��> E�1 2� 
����

2F<��;��∑
�

nα ,�< Jα > � �D� P�O

2F<��D��∑ �
nα ,�< Jα < � �D� P]O

2F<� � �.' &	 �	�� ���?� Jα = � �> &.��6 �*
23��> &<��	��∑( �·�···�n

�·�···(�n+�)
)α ,�< ��.1� Jα �= � 3��> E�1 2� 
����

34�	 F(`� $I�N �	 ,�< 8�∑ an 3��>E�1 P)��D ���?�O ����� ��2�
�

an+�

an
= �− α

n
+

βn

ns

$��9 
�� �* 2F<� ��3'��> ,����('* {βn} � s > � �� �* �>

2F<��;��∑
an :�;'� Jα > � �D� P�O

2F<��D��∑ an :�;'� Jα ≤ � �D� P]O



���

+��>&� :*�#.<� �	�� ���?� ?� Jα �= �F��6 �* 2����	

n(�− an+�

an
) = α + βn

ns−�
=⇒

limn→α n(�− an+�

an
) = α

2F<��D�� α < � �D� � ��;�� Jα > � �D� J�	�� ���?� �	 ��	
(n > �) Jbn = �

(n−�) ln(n−�)
]�/.'� � 	 $��9 
�� �* Jα = � 3��> E�1 T�6

F4�' ����&�

an+�

an
− bn+�

bn
=

n − �

n
− (n − �) ln(n − �)

n ln n
+

βn

ns

=
n − �

n
× ln n − ln(n − �)

ln n
+

βn

ns

=
�

n lnn
× ln(�+

�

n − �
)n−� +

βn

ns

=
�

ns

[
ns−�

ln n
× ln(�+

�

n − �
)n−� + βn

]

$�� ( � U Z F<� ��3 '�� > βn� ns−�

ln n → +∞ � ln (�+ �
n−� )

n−� → � �� g

�� �	 ��	 JF<� F(`� �4��> 0=�*

an+�

an
>

bn+�

bn
=⇒

n−�∏
k=�

ak+�

an
>

n−�∏
k=�

bk+�

bk
=⇒ an

a�
>

bn

b�

=⇒ an >
a�
b�

· bn

2*�4&� � �.' �B��5� ?� +f6 JF<��D��∑∞
� bn ,�< ��g

2F<��D��∑∞
�

�
n 3��* ��H' )��D ���?� ?� :*�#.<� �	 %)�7�

an+�

an
=

n

n + �
=

n + �− �

n + �
= �− �

n + �

2F<��D�� ,�< UZ Jα = � ��g
23��> &<��	��∑[

�·�···�n
�·�···(�n+�)

]�
,�< ��.1� 2
����



���	� � �� !�"#� �$ ��� ��c

&��� ,�< �� � &#���' ,�� ,�< ,:��	 �* 3'� :34 ���	 � ��� �� �> &��� ���?�
23����;�� bAe� ��S �	 �> 3�4�	&�

F	�m �� �� $I�N F�I� �> &��� ,�< ,:�� 	�* ,3�#� ,��CX �	 T�6
2+�?�*�Z&� ]���.� ,�� ,�< 3�'�� 34�('

&��q' bn � bn ≥ �� 34�	 ��3'��> An =
∑n

k=� ak +��>E�1 ����� ��2�
2F<��;��∑

anbn $��9 
�� �* lim bn = �� 34�	
(n ∈ N) |An| < M �> FB� ,�M > �UZ F<� ��3'��> An ��g 2����	

Jn ≥ N � D� � > FB� ,N UZ Jbn → � ��g 34� 	 :��/ �* ε > � +� � > E�1
�> ,��S � 	 3 �4� 	 &� � (S *3� �* n � m +� � > E�1 T�6 2|bn| < ε

�M
:�; '�

Jn ≥ m ≥ N

|
n∑

k=m

akbk| = |
n∑
m

(Ak − Ak−�)bk|

= |
n∑

k=m

Akbk −
n∑

k=m

Ak−�bk|

= |
n∑

k=m

Akbk −
n−�∑

k=m−�
Akbk+�|

= |
n−�∑
k=m

Ak(bk − bk+�) + Anbn − Am−�bm|

≤
n−�∑
k=m

|Ak|(bk − bk+�) + |An|bn + |Am−�|bm

≤ M(
n−�∑
m

(bk − bk+�) + bn + bm)

≤ M(�bm) < M × �× ε

�M
= ε

2F<��;�� &��� 2*�> p39 &4�> ��4 �*∑
anbn UZ

$��9 
�� �* 2lim bn = � � 34�	 &��q' bn � bn ≥ � +��> E�1 ����� ��2�
2F<��;��∑∞

� (−�)n−�bn

��	 +f6 � �.' �* |An| ≤ �UZ An =
∑n

k=�(−�)k−� =
{

�

−� ��g 2����	
2F<� ���X�	 0(X ,��CX �	

]�� � . � ,�< Jbn > ��> �� ∑∞
� (−�)n−�bn $��9 �	 ,�< ���
� � �c2�



���

2F<��;�� ]���.� ,�< :�;'� bn → � � bn ↓ �D� �> +�3�* p�1 ,��CX �* 23���D
Bn =

∑n
k=�(−�)k−�bk � B =

∑∞
� (−�)n−�bn 3��> E�1

B − Bn = (−�)nbn+� + (−�)n+�bn+� + · · ·
= (−�)n [bn+� − bn+� + bn+� − · · ·] (�)
= (−�)n [(bn+� − bn+�) + (bn+� − bn+�) − · · ·] (�)
= (−�)n [bn+� − (bn+� − bn+�) − (bn+� − bn+�) − · · ·] (�)

3�*&� ��H' P�O :�;'� θn = [bn+� − bn+� + bn+� − · · ·] 3��>E�1 :�D ��
�> 3�*&� ��H' P�O �e< � 2θn < bn+� �> 3�*&� ��H' P�O � θn > � �>

B − Bn = (−�)nθn =⇒ � < (−�)n(B − Bn) < θn < bn+�

=⇒ |B − Bn| < bn+�

3��>E�1 2F<��;��∑∞
� (−�)n−� × �

n ,�< ��2� ,��CX �	 ��	 %)�7�
��H' ,3�	 ,�� 0-1 �* JA =

∑∞
� (−�)n−� × �

n � An =
∑n

�(−�)k−� × �
n

UZ 2A = ln� �> *�* +����=

ln� = �− �

�
+
�

�
− �

�
+ · · · + (−�)n−� × �

n
+ · · ·

F�I� � �e= ��q�� :�;'� +��> ]�/.'� ln� ,��	 &(��5� ��35� 8� �� An �D� T�6
23��>y/H� �� �e=

[�c2� �	 �N�� �	

� F<� �.�> � ?� ln� :�;'� (A�) 3���;	 ��	�� 	 �� ln� &(��5� ��35� �D� PIO
2F<� �

�
�`>�36 �e= ��q��

�.H�	 �− �
�
?� ln� :�;'� (A�) 3���;	 �− �

�
�	��	 �� ln� &(��5� ��35� �D� PIIO

2F<� �
�
�`>�36 �e= ��q�� � F<�

�− �
�

+ �
�
?� ln� :�;'� (A�) 3���;	 �− �

�
+ �

�
�	��	 �� ln� &(��5� ��35� �D� PIIIO

2F<� �
�
�`>�36 �e= ��q�� � F<� �.�>

2F<� y/H� ,��A6�� �� �* �e= ��q�� +� � &(��5� ��35� +� p�1 b��S �	
2*�> F	�m ����&� ��? $��9 �	 �� ��2� ,��CX

2F<��;�� Sn +��*&� ��H' JSn =
∑n

�(−�)n−�bn E�1 �	
S�n = (b� − b�) + (b� − b�) + · · · + (b�n−� − b�n) =

= b� − (b� − b�) − (b� − b�) − · · · − (b�n−� − b�n−�) − b�n
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� F<� ,*��9 S�n 3�*&� ��H' T�� �e< 2F<� &#���' q.'��Z �� 0=�* ��35�
��g JF<��;�� UZ F<� b� �	 *�3L� W�	 ?� 3�*&� ��H' !�* �e<

S�n+� = S�n + b�n+� , bn → �

2F<��;�� Sn� �.' �* JlimS�n+� = limS�n UZ
�	 �� ,�< 
�� ?� !�3> G�� � 3����;��∑ (−��)n

ln n J∑ (−�)n

√
n
,�� ,�< %)�7�

23�.B�' ��;�� bAe� ��S

?=�,' ::%�

23�.B� �;�� ��? ,�� ,�< 3��* ��H' P�∑∞
�

cos nx
n P]O ∑∞

�
sin nx

n P�O

2F<��;�� x �� ,�?� �	∑∞
� (�+ �

�
+ · · · + �

n ) sin nx
n ,�< 3��> b�5L� P�

3 � �* ��H ' 34� 	 ��3 '�� > � �� � f � ,�� �� ( '* bn � ��;��
∑

an 3 � � > E�1 P�
2F<��;��∑

anbn

,�< 3� � > F	� m J|z| = � � z �= ��> 34� 	 &eA ./� *3� z 3� � > E�1 P�
2F<��;��∑∞

�
zn

n

E� 1 � 	 [& �� � � ���� 23 � � > & <�� 	 �� ∑
(−�)n �·�···�n

�·�···(�n+�)
�� . 1� P�

�3��> �N�� ln an �	 Jan → � $�(m� ,��	 Jan ↓ Jan = �·�···�n
�·�···(�n+�)

23��> &<��	 �� ��? ,�� ,�< ��.1� Pc
P�O∑[

�
(n+�)�

+ �
(n+�)�

+ · · · + �
(�n)�

]
cosnθ

P]O∑[
�

(n+�)�
+ �

(n+�)�
+ · · · + �

(�n)�

]
sin� nθ

∑∞
� anbn 3��* ��H ' 3 �4� 	 ��;��

∑∞
� |bn − bn+�| �

∑
an3� � > E�1 P�

P3��> 0�� ��2� ����	 3�'��O F<��;��

234�	 Rk ?� ���('* 8� an 3��> E�1 P�
an ,���#��� � �	 �� �� &���;�� ,�e	�� � �.4�' ��

∑∞
� an &���;�� �����

23��>y/H�



���

e 
�


2e =
∑∞

�
�
n! ���
�� ��2�

��g 2F<� F(`� *3� 8� e UZ F<��;�� p�1 ,�< F(B' ���?� �	 ��	

Sn = �+ �+
�

� · � +
�

� · � · � + · · · + �

� · � · · ·n
< �+ �+

�

�
+

�

��
+ · · · + �

�n−� < �

�	 ����&� �� e *3� Sn < e � �.' �* JF<� ,*��9 �r3�>� Sn ��g Je ≤ �UZ
2�;�* 36 8� �	 �A�N ?� *�> &1��� q�' ,�;�* ,�� $��9

2limn→∞(�+ �
n )n = e ����� ��2�

F4�' ����&� JSn =
∑n

k=�
�
k! � an = (�+ �

n )n +��> E�1 2����	

an = (�+
�

n
)n

= �+ �+
n(n − �)

�!
· �
n�

+
n(n − �)(n − �)

�!
· �
n�

+ · · ·

+
n(n − �) · · ·� · �

n!
· · · �

nn

< �+ �+
�

�!
+
�

�!
+ · · · + �

n!

+���D&� W�	 36 
�1�S ?� Jan < Sn Jn �� ,�?� �	 UZ

lim sup
n→α

an ≤ e P��O

F4�' ����&� n ≥ m �� ,�?� �	 J34�	 &���/�* &��(S *3� m 3��> E�1 T�6
an ≥ �+ �+ n(n−�)

�!
+ · · · + n(n−�)(n−m+�)

m! · �
nm

2(n → ∞) +���D&� 
���Z 36 
�1�S ?�

lim inf an ≥ �+ �+
�

�!
+ · · · + �

m!
= Sm

Jm �� ,�?� �	 UZ
Sm ≤ lim inf an

F4�* +����= Jm → ∞ �D� T�6



���	� � �� !�"#� �$ ��� ��d

e ≤ lim inf an P��O

2*�4&� � �.' P��O � P��O ?� +f6 UZ
F��< ��k� 3��>&� *��9 e�	 �* �� Sn � an = (� + �

n )n ,���('* �> 3��> �N��
:*�#.<� Sn?� ����&� e 7��5� �	 ��	�� 0u�B� �* UZ F<� an?� �.H�	 Sn &���;��

2F<� �35g ��q�� 3�*&� ��H' ��? ,�(<�L� 2*�>

� < e − Sn

=
�

(n + �)!
+

�

(n + �)!
+ · · ·

=
�

(n + �)!

[
�+

�

n + �
+

�

(n + �)(n + �)
+ · · ·

]
P�cO

<
�

(n + �)!

[
�+

�

n + �
+

�

(n + �)�
+ · · ·

]
=

�

n.n!

Jn �� ,�?� �	 UZ

� < e − Sn <
�

n · n!
P��O

�.�> e �	 S�� QI.=� Ir `� J3�*&� ��H' �� e �	 Sn &f�*q' ��q�� p�1 ,�e	��
2F<� �

���
?�

� > 3 � �*& � �� H ' P�cO ,�e 	�� Je = Sn + θn � � � e − Sn = θn 3 � � > E�1
��H' P�cO ,�e	�� limn→∞ θnn! = �UZ 2� < θn.n! < �

n �� � � < θn < �
n.n!

23�*&�

lim
n→∞(n + �)!θn = � P��O

2limn→∞ sin�πen! = � 3��* ��H'

sin�πen! = sin�π(Sn + θn)n!
= sin(�πSn.n! + �πθn.n!)

= sin�πθn.n! F<� R�L9 ,*3� Sn.n!

limn→∞ sin�πen! = �UZ
3��* ��H' P��O ,�e	�� ?� :*�#.<� �	 2
����



���

limn→∞ n sin�πen! = �π

2*�> F	�m �� e �*�	 z�D ����&� P��O ,�e	�� ?� :*�#.<� �	
2F<� z�D e ����� �d2�

,��S �	 3'*�N�� q � p 3�'�� &��(S *3� �* UZ 234�	 ���D e 3��> E�1 2����	
P��O �	 ��	 Je = p

q �>

� < e − Sq < �
q·q! =⇒ � < p

q − Sq < �
q·q!

=⇒ � < p
q · q! − Sq · q! < �

q ≤ �

R�L9 ,*3� �� �� 0%�#� UZ 23�.B� &L�L9 *�3�� �* �� p
q .q! � Sq.q!

2+�3�<� KX��� �	 UZ 234�	&�' *�N�� 8� � �#9 
�	 R�L9 *3� ��k� F<�
23��> &<��	 ��∑∞

�
n!en

nn ,�< ��.1� ����� ��2�
+�3�	&� ��> �	 �� F(B' ���?� 2an = n!en

nn 3��> E�1
an+�

an
= nne

(�+n)n = e
(�+ �

n )n

?� P$O JP�O JP]O JP�O ,�� F�BX UZ limn→∞
an+�

an
= � +��>&� �x6I�

��k� F<� � �.' &	 q�' �H�� ���?� &.6 3'��3' �� &��D �<�Z ���� c�2� ,��CX
[+�3�	&� ��> �	 �� c�2� ,��CX ?� P�O F�BX

� � . ' �* J(� + �
n )n < e UZ F<� ,*� �9 ,� �� ( '* 8 � (� + �

n )n ��g
2F<��D�� q�'∑(−�)nan UZ an �→ � ��g F<��D��∑ an ,�< UZ Jan+�

an
≥ �

����' ��� ���

�� �* � > �� ∑∞
� an(z − z�)n� � ∑∞

� anzn $��9 � 	 ,� < �� �
 � � ��2�
2*�4&� :3���' &'��� ,�< F<� @A./� ,���.� z � @A./� ,����('* {an}∞�

,�� ,�< 3�'��∑∞
�

zn

n ,
∑∞

� n!zn ,
∑∞

�
zn

n! ,
∑∞

� �n(z − i)n

,�< �� ,��	 ��? ,��CX �* 2*��* &;.B	 q�' z ��35� �	 an �	 :�I� ,�< ��.1�
���X :���* ���* �* z :�D�� �> +��>&� &1��� &���;�� ,:���* !�' �	 ,�:���* &'���
&5�56 ,���.� z � &5�56 ,���('* an �> &���9 �* 234 3���= ��;�� ,�< *��D

.1�D �x' �* ,��	 34 3���= ��	�� &���;�� ,:?�	 J&���;�� :���* ,�N �	 34�	

2+���D&� &���.��' l��4 �	 :���* 8� �� @A./� ,�L#9 J�".��6 ,��A>
3��> E�1 ����� ��2�

α = limn→∞ sup n
√|an| , R = �

α



���	� � �� !�"#� �$ ��� ���

$��9 
�� �* P R = � Jα = ∞ �D� � R = ∞ Jα = � �D�O
2F<��;�� bAe� ��S �	∑ anzn ,�< :�;'� J|z| < R�D� P�O

2F<��D��∑ anzn ,�< :�;'� J|z| > R �D� P]O

23�*&�' ,�� �.' ���?� J|z| = R �> &���9 �* P�O

2F<��;�� z = � ,�?� �	 @51 ,�< JR = �F��6 �*
J+�3�	&� ��> �	∑∞

� anzn ,�< *��� �� �H�� ���?� 2����	
lim sup

√|anzn| = |z| lim sup
√|an| = |z|

R

23���D p�1 ,�< &���;�� l��4 �� R

UZ lim n
√|an| = α ��g :�; '� J(� ≤ α ≤ ∞) lim |an+�

an
| = α � > & ���9 �*

2R = lim | an

an+�

|
2F<��D��∑∞

�
n!en

nn 34 F	�m ��2� �* 23��> �3�Z ��∑∞
�

n!
nn xn &u��;�� l��4

���
�� ��2�

23��> �3�Z �� ��? ,�� ,�< &u��;�� l��4 P�
∑∞

� nnxn P�O∑∞
�

xn

n P]O∑∞
�

xn

n! P�O∑∞
�

p(p−�)(p−�)···(p−n+�)
n! (�+ x)n (p ∈ R) P$O∑

�·�·�···n
�·	···(�n+�)

xn P�O

,�< J34�	 ��;�� |x| < � ,�?� �	∑∞
� anxn &5�56 ���� ,�< 3��>E�1 P�

23����;�� x?� ,��*�5� �g ,�?� �	 ��? ,��

∞∑
�

anx�n,
∑∞

� anx�n+�,

∞∑
�

anx
n
�

∞∑
�

nanxn,
∑∞

�
an

�n xn,

∞∑
�

n�an(x − �)n

0X�36∑
cnxn &���;�� l��4 3��* ��H' 34�	 ��;��∑∞

� cn 3��> E�1 P�
2F<� 8� �	��	



���

l��4 3��* ��H' 234�	 ��;�� x = x� ,�?� �	
∑∞

� anxn ,�< 3��>E�1 P�
2F<� |x�|�	��	 0X�36 &���;��

F��6 �* &�� JFB�' :*�< Wr ���� &���;�� :���* ,�� �* ���� ,�< ��.1� &<��	
2F<� 3�#� ��? ,��CXt�=

cn � cn ≥ �J34� 	 8� ∑ cnxn ��� � ,�< l��4 + � � > E�1 �� ��� ��2�
ǱqN �	 J|x| = � �D� x �� ,�?� �	∑ cnxn $��9 
�� �* Jlim cn = �� 34�	 &��q'

2F<��;�� Jx = � Wr ��.6�
J��2� ,��CX ?� :*�#.<� �	 2����	

An =
n∑

k=�

xk = |�− xn

�− x
| ≤ �

|�− x|

2F<��;��∑
cnxn � �.' �* F<� ��3'��> An &���

3 � '� � @ A . / � 3 � � � Ǳ�?� � 	 U Z F<� 8 � J∑ xn

n & ��� ; � � l� � 4 �� g
��g F<��;��∑∞

�
(cos θ+i sin θ)n

n ,�< Jx = cos θ + i sin θ

∞∑
�

(cos θ + i sin θ)n

n
=

∞∑
�

cosnθ

n
+ i

∞∑
�

sin nθ

n

23����;�� �* ��∑∞
�

sin nθ
n �∑∞

�
cos nθ

n ,�< �* �� UZ

����� B�(

�> +��>&� �����∑∞
k=o cn 3�'�� ,�< 8� �� ∑∞

� bn �
∑∞

� an ,�< �* ]�%
�� �*

cn =
n∑

k=�

akbn−k .

23���D p�1 ,�� ,�< &4�> ]�% ��∑∞
� cn ,�<

��∑∞
� bnxn �∑∞

� anxn ���� ,�< �* 2*��� F<* �	 
��g �� ]�% 
�� ����&�
,3�	�.<* �� ���� +� $I�N 3�	 � +��>&� ]�% �;�3f� �* ,��A�N 3�g �* 3�'��

&��� +��>&�

(
∞∑
�

anxn)(
∞∑
�

bnxn) = (a� + a�x + a�x
� + · · ·)(b� + b�x + · · ·)



���	� � �� !�"#� �$ ��� ���

= a�b� + (a�b� + a�b�)x + (a�b� + a�b� + a�b�)x
� + · · ·

= c� + c�x + c�x
� + · · ·

23�<� +����= p�1 ����� �	 Jx = � +��*&� ���X 
�1�S �*
~F<��;�� J��;�� ,�< �* ]�% ���

+��> E�1 q�' � 34�	∑∞
� bn �

∑∞
� an ,�< �* ]�%

∑∞
� cn +��> E�1

Cn =
∑n

� ck , An =
∑n

� ak , Bn =
∑n

� bk

,�e	�� *�4&� :3�* &D*�< �	 ~*��* *�N� Bn � An � Cn 
�	 ,��e	�� �g
��H' ��? T�`� �* &S 2Cn → AB �> +���3' ��x.'� UZ FB�' ���X�	 Cn = AnBn

234�(' ��;�� F<� 
f�� ��;�� ,�< �* ]�% 09�6 �> +��*&�
M*�= �* �� �� ]�% 09�6 2F<��;��∑∞

�
(−�)n√

n+�
+�'�*&� 2� ����� �c2�

+����&� F<* �	

cn =
n∑

k=�

akbn−k =
n∑

k=�

(−�)k

√
k + �

× (−�)n−k

√
n − k + �

= (−�)n
n∑

k=�

�√
(k + �)(n − k + �)

��g �

(n − k + �)(K + �) = (n
�

+ �)� − (n
�
− k)� ≤ (n

�
+ �)�

|cn| ≥
∑n

k=�
�√

( n
�
+�)�

=
∑n

k=�
�

n+�
= �(n+�)

n+�

2F<��D��∑∞
� cn � �.' �* cn �→ �UZ

+��>&� ]�B6 M*�= �* ��∑∞
�

(−�)n+�

n+�
,�< ]�% 2� T�`�

Cn =
n∑

k=�

akbn−k

=
n∑

k=�

(−�)k+� × (−�)n−k+�

(k + �)(n − k + �)

= (−�)n
n∑

k=�

�

(k + �)(n − k + �)

= (−�)n
n∑

k=�

�

n + �
(

�

k + �
+

�

n − k + �
)



���

=
(−�)n

n + �
(

n∑
k=�

�

k + �
+

n∑
k=�

�

n − k + �
)

= (−�)n × �

n + �
(

n∑
k=�

�

k + �
)

=
(−�)n × �)

n + �
(�+

�

�
+
�

�
+ · · · + �

n + �
).

]�% UZ J34 :*�#.<�∑n
k=� ak =

∑n
k=� an−k �> ��� 
�� ?� p�1 $��(� �*

?� FB���(� M*�= �* ,�< ��∑∞
n=� cn = �

∑∞
n=�

(−�)n

n+�
(�+ �

�
+ · · · + �

n + �
n+�

)

limn→∞ bn = � � bn ↓ � bn ≥ � �� 4 �* bn =
�+ �

�
+···+ �

n + �

n+�

n+�
�� g �

2F<��;��∑∞
� (−�)nbn ,�< UZ 3�>&� p39 P*�> +����= F	�mO

&f� 0X�36 �> F<��;�� &���9 �* ��;�� ,�< �* ]�% 09�6 ����� ��2�
234�	 ��;�� bAe� ��S �	 �"'� ?�

+� �>&� F	� m ∑∞
� bn = B� ∑∞

� |an| = α � ∑∞
� an = A +��> E�1 2���� 	

� Bn =
∑n

k=� bk � An =
∑n

k=� ak E�1 � 	 2F<�� ;� � AB � 	 � � �� ]�%
F4�' ����&� JCn =

∑n
k=� ck� βn = Bn − B

Cn = c� + c� + · · · + cn

= a�b� + (a�b� + a�b�) + (a�b� + a�b� + a�b�)

+ · · · + (a�bn + a�bn−� + · · · + anb�)

= a�Bn + a�Bn−� + · · · + anB�

= a�(B + βn) + a�(B + βn−�) + · · · + an(B − β�)

= AnB + a�βn + a�βn−� + · · · + anβ�

��g JCn = AnB + γn UZ γn = a�βn + a�βn−� + · · · + anβ� E�1 � 	
2γn → � +��* ��H' FB�1�> AnB → AB

�D� n �� ,�?� �	 �> FB� ,N UZ Jβn → � ��g J34�	 :��/�* ε > � +��> E�1
:�;'� n ≥ N

|βn| <
ε

α



���	� � �� !�"#� �$ ��� ��c

+��>&� ,3�	 �.<* ��? $��9 �	 �� γn

γn = (a�βn + a�βn−� + · · · + an−NβN ) + (an−N+�βN−� + · · · + anβ�)

yn !�* F�BX � xn T�� F�BX 3��> E�1 2F<� :34 0�fH� F�BX �* ?� γn UZ
��k� 2yn → �UZ Jan → � ��g � F<� F	�m yn �* $I�N *�3�� 34�	

|xn| ≤ ( ε
α |a�| + ε

α |a�| + · · · + ε
α |an−N |) < ε

α · α = ε

+����&� F<* �	 J+���;	 W�	 36 
�1�S ?� �D� T�6

lim sup |γn| ≤ ε

2γn → � � �.' �* lim sup |γn| = �UZ F<� :��/�* ε > � ��g �
�* ��k� 34 $�(m� 2F< ��;�� ,�< �* ?� &f� 0X�36 �> E�1 
�� �	 ��CX 
��
]�CA9�6 F<� 
f�� +� E�1 
�� ��3	 �> 3�*�> �x6I� �c2� _/	 � T�`�

2F<� ���X�	 ��? ,��CX &A> ��S �	 34�	 ��;�� J��;�� ,�< �*
2C = AB :�;'�∑

cn = C �∑ bn = B �∑ an = A :�D�� ����� ��2�

<����� WX	 � YF

∑∞

� an � 34�	 N �	 N ?� ,*��9 �r3�>� ,����('* {nk} +��> E�1 ���
�� ��2�
3�4�	 :34 ��	�� +� �	 ��? $��9 �	 �> 3�4�	 ,�< �*∑∞

� bn �

b� = a� + a� + · · · + an�

bk+� = ank+� + ank+� + · · · + ank+�
(k = �,�, . . .)

�	 ��q.'��Z QY6 �	 bn ?�
∑

an � q.'��Z ^�* �	
∑

an ?�
∑

bn +�u�D $��9 
�� �*
2F<� :3�� F<*

�	∑ an?� �>
∑

bn 3�'�� ,�< �� 34�	 S �	 ��;��
∑

an :�D�� ����� �d2�
2F<� S �	 ��;�� 34�	 :3�� F<* �	 q.'��Z ^�*

q. '�� Z ^�* ����� �	 �N�� � 	 tn =
∑n

k=� bk � Sn =
∑n

k=� ak E�1 �	 2����	
2F<� ���X�	 +f6 UZ F<� Sn ,���('*��? &��� tk = snk

*�4&� !�A��
,�?� �	 �> &��6 �* F<��D��∑∞

n=�(−�)n Ir `� ���? JFB�' ���X�	 ��CX Uf� &��
?� FB���(�∑∞

� bn ,�< nk = �k



���

b� = a� + a� = −�+ � = �

bk+� = a�k+� + · · · + a�(k+�) = a�k+� + a�k+� = (−�) + � = �

2F<��;��∑
bn UZ

�* ,����� � F<� ?� � �� �* q.'��Z ^�* �� 34�	 ��;�� ,�< 8� �D� J�9I=
2*�4&�' *� �� ,�< ��35�

��� F
 Z=�FA �=�@'

�* 34�	 N �	 N?� �4�Z � 8� �	 8� ,����('* {Kn} +��> E�1 ���
�� ��2�
�;�* $��(� �	 23���D∑∞

� an �* _���� 3�3 � 8� ��∑ akn $��9 
��
3� '��=∑

an _���� 3�3 � 8� �� ∑ bn :�;'� bn = akn � ,�< 8� ∑ an �D�
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�� ��� �> 3��&� _�Z T���< 
�� 8���
F	� m JSn =
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k=�

(−�)k−�

k +� � > E�1 ~F<� & ��� ,�< ��35 � � 	�� 	 M��35 �
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�
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�
− �

�
+ · · · + �

�n + �
=
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�
− �
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�
− �

�
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�

�n
− �
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)
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�
− �

�
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�

�

l�� � S′
n E�1 �	 �> &��6 �* F<� �

�
?� �.�>∑∞

�
(−�)n−�

n ,�< ��35� UZ
,*��9 S′

�n UZ �
�k−� + �

�k−� − �
�k

> �Jk ≥ � �� ,�?� �	 ��g !�* ,�< &uqN
,�< ��35� �	 M��35� �r�eX J�*�	 ��;�� $��9 �* UZ S′

�
= �

�
��g 2F<� 3�>�

PF<��;�� !�* ,�< 3��> F	�m O F<� $��#.� T��

�� �* J34�	 ��;�� ���H� ��S �	∑ cn +��> E�1 P
���O ����� ��2�
� 	 ∑ c′n 3� '� � &H���� 3 �3 � J−∞ ≤ α ≤ β ≤ ∞ �> β� α�� ,�?� � 	 $��9

�> ,��S �	 *��* *�N� Sn &uqN ,�� l�� �
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lim inf
n→∞ Sn = α , lim sup

n→∞
Sn = β P��O

3��* ���X 2����	

an =
|cn| + cn

�
, bn =

|cn| − cn

�
(n ∈ N)

&#���' ,�< �* �� 3��	 UZ F<��;�� J��;�� ,�< �* 0%�#� � l�� � ��g
23�4�	 ��D��∑ bn �

∑
an

�3 X B�, B�, B�, . . . � F( ` � $I�N 7� �� � � 	 A�, A�, A�, · · · 3 � � > E�1
�* @51∑Bn �

∑
An ,�� ,�< 23�4�	

∑
cn ,�< &#�� $I�N ,�� bAe�

23�.B� ��D�� �* �� UZ J3'��* QI.=�∑ bn �
∑

an �	 �#9 $I�N
,�< �> +��>&� ����� ���g �� {Kn} � {mn} ,�����('*

A� + A� + · · · + Am�
− B� − B� − · · · − Bk� +

Am�+�
+ · · · + Am�

− Bk�+�
− · · · − Bk� + · · · P�dO

23�> p39 P��O ,�e	�� �* F<�∑Cn ,�< _���� 3�3 � 8� �>
�> 3�4�	 &5�56 ,�����('* {yn} � {xn} 3��> E�1

xn → α , yn → β , xn < yn , y� > �

�> +���D&� &��(S *�3�� 
��.fg�> �� k� � m� T�6

A� + A� + · · · + Am�
> y�

A� + A� + · · · + Am�
− B� − B� − · · · − Bk� < x�

�> +���D&� &��(S *�3�� 
��.fg�> �� k� � m� 
��
��

A� + · · · + Am�
− B� − · · · − Bk� + Am�+�

+ · · · + Am�
> y�

A�+· · ·+Am�
−B�−· · ·−Bk� +Am�+�

+· · ·+Am�
−Bk�+�

−· · ·−Bk� < x�

JF<� ��YZ ��f��∑Bn �
∑

An �*�	 ��D�� 0��* �	 �> J0�� 
�� ,���*� � 	
23'�4&� �.=�< {kn} � {mn} ,�����('*

:�;'� +��* ��H' Sn�	 �� P�dO &uqN ,�� 8��N :�D��
|Smn − yn| ≤ Amn , |Skn − xn| < Bkn
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3�*&� � �.' 2Bn → � � An → � ��4
Smn → β , Skn → α

UZ 34�	 Sn ,����('*��? 36 8� 3'���&�' β?� �.H�	 �� α?� �.�> *3� G�� ��g

lim sup
n→∞

Sn = β , lim inf
n→∞ Sn = α

�� $��9 
�� �*J34�	 ��;�� bAe� ��S �	 ∑ an +��> E�1 ����� ��2�
2F<�∑ an��35� �	��	 M��35� � F<��;�� bAe� ��S �	 �� _���� 3�3 �

234�	∑ an :��/�* _���� 3�3 � 8�∑∞
k=� ank

+��> E�1 2����	
2F<��;��∑∞

k=� |ank
| +��*&� ��H'

� F<� ,*��9 S′
m $��9 
�� �* JS′

m =
∑m

k=� |ank
| +��> E�1

S′
m =

∑m
k=� |ank

| ≤ ∑∞
n=� |an|

2F<��;�� bAe� ��S �	∑∞
k=� ank

34 F	�m &D*�< �	 2F<��;�� S′
m UZ

,�;�* ����	 ��? �* 2*�3' �u���∑∞
k=� ank

��35� ,:��	�* &���IS� Jp�1 TW3.<�
��35� �	��	 �� ��35� �> 3�*&� ��H' J∑∞

k=� ank
&���;�� �	 :�I� �> +����&� ��

2F<�∑∞
n=� an

S′′
m =

∑m
� ank

JSm =
∑m

n=� an 3��> E�1
UZ F<��;��∑ |an| ��g J+���D&� �x' �* :��/�* �� ε > �

∃N ∀n ∀m (n, m > N =⇒
n∑
m

|an| < ε) P��O

�> +��>&� ���.=� ��q	 ���g �� p Jnk �*�	 �4�Z �	 �N�� �	

{�,�,�, . . . , N} ⊆ {n�, n�, . . . , np}

3'�4&� QY6 Sm − S′′
m 0%�#� �* a�, a�, . . . , aN *�3�� :�;'� Jm > p�D� T�6

� �.' �*
|Sm − S′′

m| ≤
m∑

N+�

|ak| < ε

2limm→∞ S′′
m = limm→∞ Sm 
�� �	 ��	
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2F<��;��∑∞
�

�
�+zn Jz @A./� ��*�5� �g ,�?� �	 P�
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23��> hL	 ��? ,�� ,�< ��.1� �* 23'� &5�56 *3� q � p P�
(� < q < p)

∑∞
�

�
np−nq P]O (p > �)

∑∞
n=� pnnp P�O∑∞

�
�

n ln(�+ �

n )
P$O (� < q < p)

∑∞
�

�
pn−qn P�O

,��H�� _���' �* �> 3�4�	 &��(S *�3�� �� S = {n�, n�, . . .} +��> E�1 P�
3� � > F	� m P ��� �∈ S &�� �,
 ∈ S Ir ` � O *��3 ' *�N� �#9 +X� �� ��

2F<� �.�> 
� ?� M��35� � F<��;��∑∞
�

�
nk

(p > �
�
)

∑ √
an

np 3 � � > F 	� m 234� 	 �� ;��∑
an� an ≥ � 3 � � > E�1 P�

234�	 ��D��∑ √
an√
n
�> 3�'q	 &��`� 2F<��;��

2F<��D�� q�'∑nan 3��> F	�m 234�	 ��D��
∑

an 3��> E�1 P�

3��> F	�m 234�	 bAe� ,��;��∑
(bn − bn+�) � ��;��

∑
an 3��> E�1 Pc

2F<��;��∑
anbn

34�	 bAe� ,��;��∑
(bn − bk+�) � 34�	 ��3'��> An =

∑n
� ak 3��>E�1 P�

2F<��;��∑
anbn $��9 
�� �* Jbn → � q�' �

3��> F	�m 23'�#9�' �� an ?� �� F��"' &	 �> R�L9 *�3�� ?� ,����('* {an} P�
2F<� 8� �`>�36∑

anxn &u��;�� l��4

�	 J∑∞
�

an

Sα ��.1� �* 234�	 ��D��
∑

an� JSn =
∑n

� ak 2an > � 3��>E�1 P�
23��> hL	 α �A./� ��*�5� ,�?�

234�	 ��D��∑ an � an > � 3��> E�1 P�d

2F<��;��∑ an

�+nαan
:�;'� α > ��D� 3��* ��H' P�O

����&�' &u��*� G��∑ an

�+nαan
,:��	 �* :�;'� α ≤ � �D� 3��* ��H' P]O

2*�>

2rn =
∑∞

k=n ak � 34�	 ��;��
∑

an � an > � 3��> E�1 P��
23��> hL	 α �A./� ��*�5� ,�?� �	∑ an
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�
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�
+ �

�
+···+ �

n )α
,�< �> 3��* ��H' ��? �A./� M�� �< �	 P��

2α < � �D� F<��D�� � Jα > � �D�

2_/	 
��� ?� � 
���� ?� :*�#.<� �	 P�O
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2&4�> +>��� ���?� ?� :*�#.<� �	 P]O

2��2� _/	 ?� � 
���� ?� :*�#.<� �	 P�O

+��>&� ����� ��? $��9 �	 �� σn 234�	 &eA./� ,���('* {Sn} 3��> E�1 P��

σn =
S� + S� + · · · + Sn

n + �

2σn → S :�;'� Sn → S�D� 3��> F	�m P�O

2σn → � &�� 34�(' ��;�� �> 3�'q	 T�`� ���g �� Sn ,���('* P]O

� lim sup Sn = +∞ � Sn > � � > 3 � � > �3 � Z �� � g �� Sn ,� �� ( '* P�O
2σn → �

3��> F	�m Jan = Sn − Sn−� E�1 �	 P$O

Sn − σn =
�

n + �

n∑
�

kak

q � ' Sn 3 � � > F 	� m J3 4� 	 �� ; � � σn � limnan = � 3 � � > E� 1
2F<��;��

P�O Uf� P+�*�> $�(m� nan → �E�1 �	 �� P�O F�BX Uf� UZO
�	 3� '�� �&� $�( m� ,�� 	 2*�> F	� m nan ,��3'��> ��4 � 	 ��� �&� ��

23��> ��N��� 
�*�� �.��� &%��� q���'� !�< 0-1 ?� �� 
����

2F<��D��∑σn :����� :�;'� Sn > � :�D�� P�O

23��> ����� ��? $��9 �	 �� xn ,���('* 34�	 F(`� α 3��> E�1 P��

{
x� >

√
α

xn+� = �
�
(xn + α

xn
)

2F<� √α M3k6 � &��q' xn3��> F	�m P�O

2εn+� = ε�n
�xn

<
ε�n
�
√

α
3��> F	�m Jεn = xn −√

α 3��* ���X P]O
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2εn+� < β( ε�
β )�

n F4�* +����= β = �
√

α E�1 �	 � �.' �*
�	 �e= ��q�� � F<� α *3� !�* ,�H�� ,�(<�L� ,��	 &	�= T���1 
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� 34�	 ��;��∑∞
� an 3��> E�1 P��

bn =
a� + �a� + · · · + nan

n(n + �)
, cn =

a� + �a� + · · · + nan

n

3��* ��H'
2∑∞

� bn =
∑∞

� an � F<��;��
∑∞

� bn P�O
2cn → � P]O

~F#D ����&� �g∑∞
� cn ,:��	 �*

� g � �? ,� � ,�< ,:�� 	�* 2F<�� ; � �∑
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√
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~F#D ����&�
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�

(�− n
√
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�
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√
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23��> F	�m (A = ln�) A =
∑∞

�
(−�)n−�

n 3��> E�1 P��
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�

n + �
+

�

n + �
+ · · · + �

�n
) = A

2*�> �(<�L� 
��� T��;.'� 8� 8�> �	 ����&� �� p�1 36

23��> &<��	 F<� :34 :*�* ��? �* ���� 3�k�� �> �� &��� ,�< ��.1� P��

ln−n n, ln−p n, ln− ln n n, ln− ln(ln n) n, e− ln n, ln n · e−
√

n

,�< 3��* ��H' Jp, q > � 3��> E�1 P��
∞∑
�

(p + �)(p + �) · · · (p + n)
(q + �)(q + �) · · · (q + n)

2F<��D�� q ≤ p + � ,�?� �	 � J��;�� q > p + � ,�?� �	
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234�	 an ?� &���/�* ,���('*��? ank
� an ≥ � 3��> E�1 P�d

2F<��;��∑∞
� ank

:�;'� 34�	 ��;��∑∞
� an �D� P�O

23��> b�5L� �� 7Ae� Uf� P]O
∑∞

� an 3 � �* �� H ' J
∑∞

� a�n−� = B� ∑∞
� a�n = A 3 � � > E� 1 P��

2F<��;��

bAe� ��S �	 J��;�� bAe� ��S �	 ,�< �* &4�> ]�% 09�6 3��> F	�m P��
2F<��;��

�> ,��S �	 34�	 X ,�.� ,�C1 ?� &4�> ,���('* 8� {an} 3��> E�1 P��
2F<��;�� an 3��* ��H' 234�	 �.4�* ��;�� ,���('*��? 8� 0X�36

�> ,��S �	 34�	 &"��' � :*�H1 ,������ � ?� ,����('* {En} 3��> E�1 P��
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� En 3��* ��H' Jlimn→∞ diamEn = � � JEn+� ⊆ En

!�� ,�.� ,�C1 �* &"��' � �.B	 ,������ � ,����('* {En} 3��> E�1 P��
3��* ��H ' Jlimn→∞ diamEn = � � JEn+� ⊆ En �> ,��S � 	 34� 	 X

2F<� &'�f� ,���� � 8� ⋂∞
� En

an = � �> 34�	 a = {an} 3�'�� &������('* ,��A> ,���� � A 3��>E�1 P�c
xa =

∑∞
n=�

an

�n $��9 �	 �� xa &5�56 *3� Ja ∈ A �� ,�?� �	 2an = � ��
,���� � ���� �r5�X* �� xa ,��A> ,���� � 3��* ��H' 2+��>&� �����

2F<� ��.'�>
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����� ,�.� ,���C1 �* UV< � &5�56 \	��� �* �3.	� �� 36 !�"#� 0-1 
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:*�* R�%�� �;�4�� ,��T�`� �	 +���#� 34 3���= &�< F�BX �� �* 2*�> +����=
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\	�� 36 +���D JE ⊆ R J34�	 E ���AX �	 &5�56 \	�� f 3��> E�1 ���
�� �2�
:�D�� F<� l �	��	 � *�N�� J3�> 0�� a F�< �	 x �> &.X� Jf

234�	 :34 ����� a Q�YL� &;��B�� 8� �* f P�O
�	 �> ,��S �	 34�	 *�N�� δ > � 3�'�� ,*3� ε 3�'�� F(`� *3� �� ,�?� �	 P]O

2|f(x) − l| < ε :�;'�J� < |x − a| < δ �D� Jx ∈ E �� ,�?�
2limx→a f(x) = l �� f(x) → l Jx → a �D� +�B��'&� $��9 
�� �*

&��q� 34�	 :34 ����� �D� �� J34�	 :3H' ����� a �* f F<� 
f�� Jp�1 ����� �*
2f(a) = l �> *��3'

,�e	�% �	 f \	�� ����� �2�

f(x) =
{
� , x �= �

n

x , x = �
n

(n ∈ N)

�#9 �	��	 � *�N�� Jx = � �� x = � �* f 36 +��*&� ��H' 23���;	 �x' �* ��
2F<�

���
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+��*&� ��H' Jα = � ,�e5' �* P�O

∀ε ∃δ ∀x (� < |x − �| < δ =⇒ |f(x) − �| < ε)

&��(S ,*3� J*�3�� &<3��4�� F�9�= �	 ��	 J34�	 :��/�* ε > � 3��>E�1
F	�m �� +f6 Jδ = �

m ]�/.'� � 	 T�6 J �m < ε �> ,��S �	 F<� *�N�� m 3�'��
:�;'� J� < |x| < σ �D� x �� ,�?� �	 2+��>&�

+���* F<� (�, �
m ) ,:?�	 ?� x ��g 34�	 �n $��9 �	 x �D�

|f(x)| = |x| =
�

n
<
�

m
< ε

:�;'� 34�(' �n $��9 �	 x �D� �

|f(x)| = � < ε

+��*&� ��H' Ja = � ,�e5' �* P]O

∀ε ∃δ ∀x (� < |x − �| < δ =⇒ |f(x)| < ε)

:�;'� J� < |x − �| < �
�
�D� x �� ,�?� �	 +��>&� F	�m �� +f6 Jδ = �

�
]�/.'� �	

|f(x)| = � < ε
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:*�#.<� �	 � :*? )36 J36 *�N� $��9 �* �� :34 :*�* ��5' �* ��? \	��� 36 P�
23��> F	�m �� �� J36 ����� ?�

2α = � � α = � ,�e5' �* J f(x) =
{

x , x ∈ Q
� , x �∈ Q

P�O
2α > � ,�e5' �* Jf(x) = �√

x
P]O

2α = � � α = �
�
,�e5' �* Jf(x) =

{
x , x ∈ Q
�− x , x �∈ Q

P�O

b.H� ��5' 
�� �* f ���O 2d � � ��5' �* f(x) =
{

x� , x ∈ Q
�
�
x� , x �∈ Q

P$O
P~F<� ��YZ



���

���4 I= 
��	

36 �� l 34�	 (a, a + δ) 3�'�� ,�:?�	 �	 *�3L� @51 x ���.� J�2� ����� �* :�D��
2*�* +����= ��H' f(a+) F�I� �	 � a �* f F<��

2*�* +����= ��H' f(a−) F�I� �	 � *�4&� ����� �	�H� b��S �	 �g 36
7���� �	 x = � ,�e5' �* f(x) = [x�]

x \	�� F<�� � �g 36 3��* ��H' %?=�,'
2F<� � � � �	��	

*�N� $��9 �* Ja 3�'�� ,��e5' �* \	�� �� 36 3��* ��H' P�O ����� �2�
2F<� *�1 �	 �-L��

�> F<� �� 34�	 l �	��	 a ,�e5' �* &�	�� 36 �> �� ,��	 &1�> � !?W ��4 P]O

f(a+) = f(a−) = l
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���� ������ F
 �	

J�� ���CX � 7��e� 2+��*&� \�<�� ,�.� ,���C1 �	 ����� &>3'� �	 �� �2� �����
2*�* +����= ���X &<��	 � hL	 *��� ,�.� ,���C1 �* ��f�� $��9 �*

,�.� ,�C1 ,�. 	 (X, d) ,�.� ,�C1 ?� &�	� � f 3��> E�1 ���
� � �2�
:�D�� 34�	 E ���AX �	 (Y, ρ)

J(α ∈ X) 34�	 E ,36 ,�e5' α P�O
�> ,��S �	 34�	 Y ?� l 3�'�� ,��e5' P]O

∀ε ∃δ ∀x (� < d(x, α) < δ & α ∈ E =⇒ ρ(f(x), l) < ε) P�O

� F<� l �	��	 � F<� *�N�� J3�> 0�� a F�< �	 x �> &.X� Jf \	�� 36 +���D
2limx→a f(x) = l �� � f(x) → l :�;'� x → a �D� +�B��'&�

2limx→a ρ(f(x), l) = � �D� �"�� � �D� limx→a f(x) = l JP� O ,�e	�� �	 ��	
,��e	�� 3'���&� UZ J3�>&� ���	 �����('* *�36 7B6 �	 �� \	��� 36 ��? ,��CX

23�> ���X�	 �����('* 0-1 � 0-1 
�� 
�	



�%��&�' � �� �( ��� ���

�	 (Y, ρ) ,�.� ,�C1 �	 (X, d) ,�.� ,�C1 ?� &�	�� f 3��>E�1 ����� c2�
$��9 
�� �* J3���;	 E ,36 ,�e5' 8� �� a � 34�	 E ���AX

�> �� ,��	 &1�> � !?W ��4

lim
x→a

f(x) = l P�O

Jpn �= a Jlimx→a pn = l �> E ?� {pn} 3� '� � � �� ( '* �� ,�?� � 	 � > F<� ��
234�	 ���X�	 limx→a f(pn) = l ,�e	��

�	 34�	 E ?� :��/�* ,����('* {pn} � limx→a f(x) = l 3��>E�1 2!�q� ����	
�> ,��S

pn → a , pn �= a

2limx→a ρ(f(x), l) = � +��*&� ��H'
�	 F<� *�N�� δ > � 3�'�� ,*3� UZ Jf(x) → l ��g +���D&� :��/�* �� ε > �

�> ,��S

∀x (� < d(x, a) < δ =⇒ ρ(f(x), l) < ε P�O

�> ,��S �	 F<� *�N�� m 3�'�� &��(S ,*3� UZ Jpn → a ��g
∀n (n ≥ m =⇒ d(pn, a) < δ)

Jn ≥ m �� ,�?� �	 JP�O ,�e	�� �	 ��	 UZ
ρ(f(pn), l) < ε

UZ J34�(' ���X�	 P�O ,�e	�� 3��> E�1 JUf�	 2F��#> ����	
∃ε ∀δ ∃x (� < d(x, a) < δ & ρ(f(x), l) ≥ ε)

�> +����&� F<* �	 E ?� {xn} 3�'�� ,����('* (n ∈ N) δ = �
n ]�/.'� �	

d(xn, a) < �
n & ρ(f(xn), l) ≥< ε

234 ��f4�KX��� UZ Jf(xn) �→ l ��k� xn → a &���

O%� ����J G� �=��
�6F�-

2+��>&� ���	 c2� ,��CX ?� ,*�	��> ����� �	 �� ��CX � T�`� 
�3�g F�BX 
�� �*
����� �2�



���

2FB�' *�N�� Jx → � �> &.X� Jf(x) = sin �
x \	�� 36 3��* ��H' P�

Jqn = �
�πn+ π

�

� pn = �
�πn

3��* ���X Jlimx→� sin �
x = α 3��>E�1 206

� ,��CX �	 ��	

sin
�

pn
→ α , sin

�

qn
→ α

2*��3' ��f�� 
�� � α = � Jα = � &��� Jsin �
qn

→ �� sin �
pn

→ � ��k�

*�1 �	 �-L�� 36 �� J34�	 36 ,���* a ,�e5' �* f \	�� :�D�� 3��* ��H' P�
2F<�

Jf(x) → l′ � f(x) → l 3��> E�1 206
Jpn �= a Jpn → a �> {pn} 3�'�� ,����('* ,�?� �	 Jc2� ,��CX �	 ��	

f(pn) → l & f(pn) → l′

2l = l′ UZ F<� *�1 �	 �-L�� *�N� $��9 �* ���('* �� 36 �> +�*�> F	�m

E ���AX �	 (X, d) ,�.� ,�C1 �	 &eA./� \	��� g � f +��>E�1 ����� �2�
2limx→p g(x) = B Jlimx→p f(x) = A � p ∈ E′� 3�4�	

$��9 
�� �*
limx→p[f(x) + g(x)] = A + B P�O

limx→p cf(x) = cA Jc 3�'�� @A./� *3� �� ,�?� �	 P]O
limx→p f(x)g(x) = ABP�O

2limx→p f(x)/g(x) = A/B :�;'� JB �= � �D� :�I�	 P$O
36 Jl�� � 36 ,���CX � c2� ,��CX ?� :*�#.<� � 	 ��� �&� �� �".�BX ,���

2F1�D � �.' J�����('* �* F�BX ^��= 36 � ]�% 09�6

p′ ∈ EJE ⊆ X� 3 4� 	 ,� . � ,�C 1 8 � (X, d) + � � > E� 1 �� �� � �2�
& � � � 3 4� 	 fk J. . . Jf� Jf� ,� �� # ��� � � 	 ,��*� 	 \ 	� � f : E → Rk �
&.X� Jf \	�� 36 �> �� ,��	 &1�> � !?W ��4 $��9 
�� �* Jf = (f�, f�, . . . , fk)

J� ≤ i ≤ k �� ,�?� �	 �> F<� �� 34�	 q = (q�, q�, . . . , qk) �	��	 Jx → p �>

lim
x→p

fi(x) = qi



�%��&�' � �� �( ��� ��d

*�4&� � �.' ��? ,��B��' ?� +f6 �* �� PT�� ,�5��SO 2����	

|fi(x) − qi| ≤ ‖f(x) − q‖ ≤
k∑

i=�

|fi(x) − qi|

2*�4&� � �.' �d2� � c2� ,��CX ?� +f6 P!�* ,�5��SO
� p ∈ E′ � 3�4�	 E �	 ,��*�	 \	��� g � f 3��> E�1 ����� �d2�

lim
x→p

f(x) = A , lim
x→p

g(x) = B

+���* $��9 
�� �*
f + g → A + B P�O

cf → cA Jc 3�'�� F	�m �� ,�?� �	 P]O
P,*3� ]�%O f · g → A · B P�O

�* ]�% 09�6 36 � l�� � 36 ,���CX � �2� ,��CX +�5.B� ,� �.' ����	
234�	&� &5�56 \	���

������ [6��'

,�.� ,�C1 �	 (X, dX) ,�.� ,�C1 ?� &�	�� f 3��>E�1 ���
�� ��2�
:�D�� F<� �.<��Z p ∈ E ,�e5' �* f +���D 234�	 E ���AX �	 (Y, dY )

�D� x ∈ E �� ,�?� �	 �> &�BX �	 34�	 δ > � 3�'�� ,*3� Jε > � �� ,�?� �	
�D� F<� �.<��Z a �* f UZ � dY (f(x), f(p)) < ε :�;'� Jd(x, p) < δ

∀ε ∃δ ∀x (dX(x, a) < δ & x ∈ E =⇒ dY (f(x), f(a)) < ε) P�O

234�	 �.<��Z E ,�e5' �� �* f :�D�� 3�'��= �.<��Z E �* �� f

,�e5' a &��� 34�(' E ,3k 6 ,�e5' a F<� 
f�� p�1 ����� �* 3��> �N��
Ja 3�'�� �"�� ,�e5' �� ,�?� �	 ��g 234�	 E ,�"��

∃δ� Nδ� ∩ E = {a}

E�1 �.<��Z �"�� ��5' �* �� f �;�* $��(� �	 2F<� ���X�	 P�O ,�e	�� � �.' �*
+�*�>

F<� �.<��Z a �* f :�;'� J34�	 q�' E ,3k 6 ,�e5' aJP�O ,�e	�� �	 :�I� :�D��
2limx→a f(x) = f(a) �D� �"�� � �D�



���

\ 	� � �� � A X 23 � � > �N� � f(x) =
√
|x|(x − �) &5 � 56 \ 	� � � 	 ��� � � ��2�

2F<� �.<��Z a = � �* f J��2� ����� �	 2F<� E = {�} ∪ [�,∞) ,���� �
,�e 	�� E �� 5 ' � �� < �* 2F<� :3 H ' � �� � � a = � �* \ 	� � 3 6 � > & �� 6 �*

2F<� ���X�	 limx→a f(x) = f(a)

�	 �D� �"�� � �D� F<� �.<��Z a ,�e5' �* f JF#D ����&� c2� ,��CX ?� :*�#.<� �	
Jpn 3�'�� E ?� ���('* �� ,�?�

pn → a =⇒ f(pn) → f(a)

2F<� �.<��Z J�.<��Z \	�� �* 7�>�� +��*&� ��H' ��? ,��CX �*
E ⊆ X ?� &�	�� f � 3�4�	 ,�.� &����C1 Z � Y JX 3��>E�1 ����� ��2�
y� = f(x�) �* g � x� �* f �D� $��9 
�� �* J34�	 Z �	 f(E) ?� &�	�� g � Y �	

2F<� �.<��Z x� �* h(x) = g(f(x))�"'� 7�>�� :�;'� 3�4�	 �.<��Z
UZ F<� �.<��Z y� �* g ��g 23�4�	 :*�* �� ε > � 3��> E�1 2����	

∃δ� ∀y (< dY (y, y�) < δ� & y ∈ f(E) =⇒ dZ(g(y), g(y�)) < ε)

�> ,��S �	 F<� *�N�� δ� 3�'�� ,*3� UZ F<� �.<��Z x� �* f ��g �
∀x (x ∈ E & dX(x, x�) < δ� =⇒ dY (f(x), f(x�)) < δ�)

JE ?� x �� ,�?� �	 �> *�4&� � �.' p�1 @	�� � ?�
dX(x, x�) < δ� =⇒ dZ(g(f(x)), g(f(x�))) < ε

2F<� �.<��Z x� �* h \	�� &���
� 	 �3. 	� 2*�> +����= ��9�� ,�;�* $��9 �	 �� &;.<�� Z � �? ,��CX �*

23��> �N�� )�f�� ���-� � ���-� �����
J34�	 Y ,�.	 X �	 &�	�� f 3��> E�1 ���
�� ��2�

+��>&� ����� 
��g �� f FL� E ���-� JE ⊆ X �� ,�?� �	 P�O

f(E) = {f(x) : x ∈ E}

p�1 ����� b(S �	 UZ

y ∈ f(E) ⇐⇒ ∃x (x ∈ E & y = f(x))

����� � �? $��9 �	 �� f FL� V )�f�� ���-� JV ⊆ Y �� ,�?� �	 P]O
2+��>&�



�%��&�' � �� �( ��� ���

f−�(V ) = {x : f(x) ∈ V }

�� �	 ��	

x ∈ f−�(V ) ⇐⇒ f(x) ∈ V

X� 	 f $��9 
�� �* 34� 	 Y ,�.	 X � 	 &�	� � f 3��>E�1 ����� ��2�
?�	 X�* f−�(V )J Y ?� V 3�'�� ?�	 ,���� � �� ,�?� �	 �D� �"�� � �D� F<� �.<��Z

234�	
��H' J34�	 Y ?� ,?�	 ,���� ���? V � �.<��Z X�	 f 3��>E�1 2!�q� ����	

2F<� ?�	 X �* f−�(V ) +��*&�
ε > � 3�'�� ,*3� F<� ?�	 V ��g Jf(p) ∈ V UZ Jp ∈ f−�(V ) +��>E�1

�> ,��S �	 F<� *�N��
Nε(f(p)) ⊆ V

�> ,��S �	 F<� *�N�� δ > � 3�'�� ,*3� UZ JF<� �.<��Z p �* f ��g
∀x (d(x, p) < δ =⇒ d(f(x), f(p)) < ε)

=⇒ f(x) ∈ Nε(f(p))
=⇒ f(x) ∈ V

=⇒ x ∈ f−�(V )
2Nδ(p) ⊆ f−�(V ) &���

+��*&� ��H' 34�	 ?�	 J?�	 ,���� � �� )�f�� ���-� 3��> E�1 2F��#> ����	
234�	 :��/�* � p ∈ X 3��> E�1 2F<� �.<��Z X �	 f

�� )�f�� ���-� UZ JF<� ?�	 Y �* Nε(f(p)) ��g +���D&� :��/�* �� ε > �

F<� �� &'��* ,�e5' UZ F<� �� �C� p ��g JF<� ?�	 X �* f−�(Nε) &���
�> ,��S �	 F<� *�N�� δ > � 3�'�� ,*3� &���

Nδ(p) ⊆ f−�(Nε(f(p))) P�O
JX ?� x �� ,�?� �	 UZ

dX(x, p) < δ =⇒ x ∈ f−�(Nε(f(p)))
=⇒ f(x) ∈ Nε(f(x))
=⇒ dY (f(x), f(p)) < ε

�� )�f�� ���-� �D� �"�� � �D� F<� �.<��Z Y �	 X ?� f \	�� ������ �c2�
234�	 �.B	 J�.B	 ,���� �

J3 4� 	 Y ?� ,�� . B 	 ,� �� �  �� �? V � � . <� � Z f 3 � � > E� 1 2!�q � �� �� 	
�� g JF<� ?� 	 X �* f−�(V c) J��2� ,� �C X � 	 � � 	 2F <� ?� 	 Y �* V c UZ

2F<� �.B	 Y �* f−�(V ) UZ Jf−�(V c) = [f−�(V )]c



���

��H' 34� 	 � .B 	 J� .B 	 ,���� � �� )�f�� � ��-� 3� � > E�1 2F��#>
�� )�f�� ���-� +��* ��H' F<� &1�> J��> 
�� ,��	 2F<� �.<��Z f +��*&�
�	 ��	 2F<� �.B	 V c UZ 34�	 ?�	 � V ⊆ Y 3��> E�1 2F<� ?�	 J?�	 ,���� �
X�* f−�(V ) UZ Jf−�(V c) = [f−�(V )]c ��g F<� �.B	 X �* f−�(V c) E�1

2F<� ?�	
����� ��2�

(f : X → R) 34�	 X ,�.� ,�C1 �	 �.<��Z � &5�56 &�	�� f 3��> E�1 P�
23'� �.B	 !�3> � J?�	 X �* ��? ,������ � ?� 8� !�3>

K = {x : x ∈ X, f(x) = �}
A = {x : x ∈ X, f(x) > �}
B = {x : x ∈ X,� ≤ f(x) ≤ �}
C = {x : x ∈ X, f(x) ∈ N}

� F<� �.B	 X �* K UZ F<� �.B	 R �* {�} � K = f−�({�}) ��g [06
B = f−�([�,�]) Jb��S ���� �	 2F<� ?�	 X �* A UZ A = f−�((�,∞))

23'��.B	 �* �� UZ C = f−�(N) �

$��9 �	 �� f \	�� J34�	 bAe� �3X �.� d � X = (�,�] ∪ [�,�] 3��> E�1 P�
+��>&� ����� ��?

f(x) =
{
� ,� < x ≤ � �D�
� ,� ≤ x ≤ � �D�

{�} J{�} ,������ � ��g JF<� X �	 �.<��Z &�	�� f �> +��>&� �x6I�
23�.B� �.B	 X �* �* �� B = [�,�] � A = (�,�] UZ 3'��.B	 �* ��

�=�\' ]��L �M%�

�.<��Z &�	�� f �D� T�6 2+�*�> &<��	 �� �.<��Z \	��� FL� )�f�� ���-�t��=
� �*�	 :*�H1 J�*�	 ?�	 J,��3'��> $�#9 ?� 8� !�3> JE ⊆ X � 34�	 Y ,�.	 X �	

~*�4&� 05.�� f(E) �	 E �*�	 3�(��
E = (�,�) �f��� �	 JF<� �.<��Z X = (�,∞) ,�C1 �	 f(x) = �

x \	�� 2� T�`�
2FB�' ��3'��> f(E) = (�,∞) ��k� F<� ��3'��>



�%��&�' � �� �( ��� ���

E = (−
√
�,

√
�) � F<� � .<� � Z R � 	 f(x) = �

�
x� − x &5 � 56 \ 	� � 2� T� ` �

2FB�' ?�	 f(E) = [−�
�
, �
�
] �> &��6 �* F<� ?�	 ,����� �

\	�� � bAe� �3X �.� �	 Y = [�,�] � X = [�,∞) 3��> E�1 2� T�`�

f(x) =
{

x ,� ≤ x ≤ � �D�
�
x ,� ≤ x < ∞ �D�

��k� F<� �.B	 X�* N �f��� �	 F<� Y ,��	 X �	 �.<��Z &�	�� f $��9 
�� �*
2FB�' �.B	 Y �* f(N) = {�n |n ∈ N}

� �*�	 �.B	 J�*�	 ?� 	 $�#9 �> +�*�> �x6I� �< � �* � 8� ,�"��`� &S
+����= ��H' ��k� 3'�H' 05.�� ���-� �	 �.<��Z \	��� @<�� F<� 
f�� �*�	 ��3'��>

23'�4&� 05.�� ���-� �	 �.<��Z \	��� @<�� ,3�(�� � &D*�H1 $�#9 *�*

� 
�"� � �������

,�.� ,�C1 ,�.	 X ,�.� ,�C1 �	 �.<��Z &�	�� f +��>E�1 ����� ��2�
:*�H1 f(E) :�;'� 34�	 :*�H1 E �D� JE ⊆ X �� ,�?� �	 $��9 
�� �* 34�	 Y

2F<�
Gα ��g α �� ,�?� �	 34�	 f(E) :��/�* � ?�	 _4�Z {Gα}α +��> E�1 2����	
?�	 X �* f−�(Gα) &��� �� )�f�� ���-� UZ F<� �.<��Z f � F<� ?�	 Y �*
3'�4�Z&� �� XJ_4�Z 
�� ?� &���.� ,*�3�� UZ JX ⊆ ⋃

α f−�(Gα) ��g � F<�

�� �	 ��	 JX ⊆ ⋃n

i=� f−�(Gαi) �> ,��S �	 F<� *�N�� αn J. . . Jα� Jα� &���

f(X) ⊆ f(
n⋃
�

f−�(Gαi)) ⊆
n⋃

i=�

f(f−�(Gαi)) ⊆
n⋃

i=�

Gαi

���X�	 :����� �> +�*�> :*�#.<� f(f−�(H)) ⊆ H ,�e	�� ?� p�1 TW3.<� �* [ �N��
234�	 �4�Z f �D� �"�� � �D� F<� ���X�	 ,��B� 3��* ��H' F<�

���X�	 ,��B� ��� F<� ���X�	 H �� ,�?� �	 H ⊆ f−�(f(H)) ,�e	�� 
��
��
234�	 8� �	 8� f �D� �"�� � �D� F<�

2+����&� F<* �	 � �.' 3�g ��2� ,��CX ?� T�6
34�	 Y �	 X ,:*�H1 � ,�.� ,�C1 �	 �.<��Z &�	�� f :�D�� ����� �d2�

2F<� ��3'��> � �.B	 f(X) :�;'�
� �.B	 � �.' �* F<� :*�H1 f(X) UZ F<� �.<��Z f � :*�H1 X ��g 2����	

P23��> �N�� ��2� ?� � T�`� �	O F<� ��3'��>



���

bAe� +����� � +��q>�� ,���* ��k� F<� �.<��Z (�,�) �* �f��� �	 f(x) = x� \	��
2FB�'

X :*�H1 � ,�.� ,�C1 �	 �.<��Z � &5�56 &�	�� f +��> E�1 ����� ��2�
X ?� ,�β � α &��� F<� bAe� +����� � +��q>�� ,���* X �	 f $��9 
�� �* 34�	

�> ,��S �	 3'*�N��

∀x (x ∈ X =⇒ f(β) ≤ f(x) ≤ f(α))

2F<� ��3'��> � �.B	 UZ F<� :*�H1 f(X) ��g 2����	
+�'�*&� � 3�.B� *�N�� �* �� inf f(X) � sup f(X) UZ JF<� ��3'��> ��g

sup f(X) ∈ f(X) , inf f(X) ∈ f(X)

�* �� f(X) +��#��� � +��Z�< &���Jf(X) = f(X) UZ JF<� �.B	 f(X) ��g
23�.B� f(X) �C�


�� J+��>&� &1��� F<� ��2� ,� �.' �> �� &;.<��Z ?� ,�;�* ��9�� 8���
2*��* *�	��> �.<��Z \	��� @<�� ,3�(�� T�5.'� �* ��9��

34�	 Y ,�.� ,�C1 ,�.	 X ,�.� ,�C1 �	 &�	�� f +��> E�1 ����� ��2�
�> F<� �� 34�	 �.<��Z X �	 f �� ,��	 &1�> � !?W ��4 $��9 
�� �*

&��� 2f(E) ⊆ f(E) JE ⊆ X �� ,�?� �	

F<� �.<��Z X �	 f ⇐⇒ ∀E (E ⊆ X =⇒ f(E) ⊆ f(E))
+���* :����� JE ⊆ X � 34�	 �.<��Z X �	 f 3��> E�1 �3.	� 2!�q� ����	

E ⊆ f−�(f(E)) ⊆ f−�(f(E))


�� �	 ��	
E ⊆ f−�(f(E))

,���� �8� �� )�f�� ���-� UZ F<� �.<��Z f � F<� �.B	 f(E) ��g
�Y� Jf−�(f(E)) = f−�(f(E)) � �.' �* F<� ,��.B	

E ⊆ f−�(f(E))

�� �
f(E) ⊆ f(f−�(f(E))) ⊆ f(E)

UZ J34�	 :��/�* � y ∈ f(E) +��> E�1 J!�* ,�5��S
∃x (x ∈ E & y = f(x))



�%��&�' � �� �( ��� ��c

�> ,��S �	 F<� *�N�� xn 3�'�� E ?� ,����('* UZ Jx ∈ E ��g

limxn = x PP�O �2� ,��CXO

2limn→∞ f(xn) = f(x) = y UZ F<� �.<��Z X �* f ��g
2y ∈ f(E) J�2� ,��CX �	 ��	 limn→∞ f(xn) = y � f(xn) ∈ f(E) �> 
�� ?�
��H' 34�	 ���X�	 f(E) ⊆ f(E) ,�e	�� E �� ,�?� �	 +��>E�1 2F��#> ����	
,���� � �� )�f�� ���-� +��* ��H' F<� &1�> JF<� �.<��Z X �	 f +��*&�

2F<� �.B	 J�.B	
E�1 �	 ��	 34�	 �.B	 Y �* V � V ⊆ Y +��> E�1

f(f−�(V )) ⊆ f(f−�(V )) ⊆ V = V =⇒ f−�(V ) ⊆ f−�(V )

2F<� �.B	 f−�(V ) &���

��8�,� � �������

,�.� ,�C1 ,�.	 X ,�.� ,�C1 �	 �.<��Z &�	�� f +��>E�1 ����� ��2�
3�(�� f(E) :�;'� J34�	 3�(�� E �D� JE ⊆ X �� ,�?� �	 $��9 
�� �* 34�	 Y

2F<�
Y ?� B � A 3� '� � & �� ����� �� �? :�; '� J34� ( ' 3 � ( �� f(E) :� D �� 2���� 	
+��*&� ���X Jf(E) = A ∩ B = A ∩ B = ∅ � 3�.B� &"��' �> ,��S �	 3'*�N��

A� = E ∩ f−�(A) , B� = E ∩ f−�(B)

� 3�4�	&� &"��' q�' B� � A� UZ 3�.B� &"��' B � A ��g $��9 
�� �*
+���* q�' � JE = A� ∪ B�

f(A� ∩ B�) ⊆ f(A�) ∩ f(B�)
⊆ f(A�) ∩ f(B�) (��2� ,��CX �	 ��	 )
⊆ A ∩ B = ∅

JA� ∩ B� = ∅ b��S 
��� �	 JA� ∩ B� = ∅ 
�� �	 ��	
F<� 3�(�� f(E) � �.' �* F<� KX��� 8� 
�� � F<� 3�(���' E +�*�> F	�m UZ

2F<� &5�56 \	��� ,:��	 �* ��2� ,��CX ?� &�"� ,� �.' ��? ,��CX
� 3 4� 	 [a, b] ,:?� 	 � 	 � . <� � Z & 5 � 5 6 \ 	� � f + � � > E� 1 �� �� � ��2�
?� x 3�'�� ,��e5' Jf(a) < c < f(b) �> Jc �� ,�?� �	 $��9 
�� �* f(a) < f(b)

2f(x) = c �> ,��S �	 F<� *�N�� (a, b)

�* 
�	 c ��g � F<� 3�(�� f([a, b]) UZ F<� �.<��Z f � 3�(�� [a, b] ��g 2����	
2F<� �� �C� UZ JF<� �� �C�



���

?� ,�x 
�� �	 � � 	 c ∈ f((a, b)) UZ Jc �= f(b) � c �= f(a) ��k�Jc ∈ f([a, b]) &���
2f(x) = c �> F<� *�N�� (a, b)

2F<� ���X�	 &"	�H� ,� �.' Jf(a) > f(b) :�D�� Jp�1 ,��CX�*
�* E �* f +� ��D J34� 	 E ⊆ R � 	 &5�56 \	� � f +� �> E�1 ���
� � ��2�

:�D�� 3�>&� p39 &'��� F�9�=
x 3�'�� ,��e5' :�;'� 34�	 f(b) � f(a) 
�	 λ �D� λ �� � E ?� b � a �� ,�?� �	

2f(x) = λ �> ,��S �	 34�	 *�N�� b � a 
�	
\X�� y = f(b) � y = f(a) ��e= 
�	 �> y = λ 3�'�� &51� @= �� �;�* $��(� �	

23�> \eX J�e5' 8� �* 0X�36 �� f ��*��' J34�	
&'��� F�9�= �* �.B	 ,:?�	 8� �	 �.<��Z \	�� �� �> +�*�* ��H' ��2� ,��CX �*

\	�� ���? FB�' ���X�	 7Ae� Uf� 3�>&� p39
f(x) =

{
sin �

x , x �= �

� , x = �

2FB�' �.<��Z x = � ,�e5' �* ��k� 3�>&� p39 &'��� F�9�= �*
���
�� �c2�

+��Z�< 7���� �	 m � M � 34�	 [a, b] �	 �.<��Z � &5�56 &�	�� f 3��>E�1 P�
�	 $��9 
�� �* P3�.B� q�' bAe� +����� � +��q>��O 3�4�	 f +��#��� �
,��S �	 F<� *�N�� c ∈ [a, b] 3�'�� ,��e5' Jm ≤ λ ≤ M �> λ �� ,�?�

2f(c) = λ �>

3��* ��H' 34�	 �.<��Z c ,�e5' �* f : R → R \	�� 3��> E�1 P�

F(`� �� �* f �> F<� *�N�� c &;��B�� 8� :�;'� f(c) > � �D� P�O
2F<�

F<� &#�� �� �* f �> F<� *�N�� c &;��B�� 8� :�;'� f(c) < � �D� P]O
23�>&� F�I� {#6 J�e5' �� �* �.<��Z \	�� ��J�;�* $��(� �	

$��9 
�� �* f(a)f(b) < � � 34�	 [a, b] �	 �.<��Z &5�56 \	�� f 3��>E�1 P�
∃c (c ∈ (a, b)& f(c) = �)

23��> F	�m ��? b��S �* �	 �� 
���� 
��

2��2� ,��CX ?� ,�� �.' ����� �	 P�O
3��> ����� 
��g �� A ,���� � Jf(a) > � 3��> E�1 P]O

A = {x : a ≤ x ≤ b, f(x) > �}



�%��&�' � �� �( ��� ���

��H' Jc = sup A 3��> E�1 2F<� ��3'��> � &"��' A �> F<� R%��
&CX��� �	 � 
���� 8�> �	 f(c) �= � �> &���9 �* 2f(c) = � 3��*

23�<� 3����=

3��> F	�m ��? $��9 �	 ��2� ,��CX ,��	 ,�;�* ����	 P�
F<� �.<��Z g �Jg(a)g(b) < � $��9 
�� �* Jg(x) = f(x) − c 3��>E�1
� > ,��S � 	 F<� *�N� � x ∈ (a, b) 3 � '� � ,��e5 'J� 
 ��� � � 	 � � 	 UZ

2f(x) = c �� g(x) = �

?� ,�:*�< F��6 2F<� F	�m ,�e5' ,��CX &%��? q���'� +"� ,���CX ?� &f�
[ ?� F<� $��(� ��CX 
��

�> F<� *�N�� x 3�'�� ,��e5' :�;'� 34�	 [a, b] ,�.	 [a, b] �	 �.<��Z &�	�� f :�D��
P3���D f F	�m ,�e5' �� x 
��gO f(x) = x

+f6 :�;'� g(b) = � �� g(a) = � :�D��Jg(x) = f(x) − x +��* ���X �> &���9 �*
g(a)g(b) < � $��9 �� ��i �* F<� ���X�	

�> ,��S �	 F<� *�N�� x� 3�'�� ,��e5' J�c2� _/	 ?� � 
���� � 	 � � 	 UZ
��? �* �� F	�m ,�e5' ,��CX ?� ,�� &A> �r.(B' 0f4 Jf(x�) = x� �� g(x�) = �

2+��>&� ���	
&�	�� f � !k�� ,�.� ,�C1 8� X +��> E�1 PF	�m ,�e5'O ����� ��2�
�	 �> 34�	 *�N�� � < M < � 3�'�� ,*3� �> ,��S �	 34�	 X ,�.	 X �	 �.<��Z

Jy � x �� ,�?�

d(f(x), f(y)) ≤ Md(x, y) PcO

3�*&� ��H' PcO ,�e	�� 2*��* ,*�#	 �-L�� F	�m ,�e5' f $��9 
�� �*
P��2� ?� � 
���� �	 3��> l�N�O F<� E�(5'� 8� f �>

x� �= x� � 3�4�	 f F	�m ��5' x� � x� 3��> E�1 [ ,*�1 �	 �-L�� ����	
f(x�) = x� , f(x�) = x�

J$��9 
�� �*
d(x�, x�) = d(f(x�), f(x�)) ≤ Md(x�, x�) < d(x�, x�)

2F<� KX��� 8� �>
,���('* 34�	 :��/�* ,�e5' 8� c ∈ X 3��> E�1 [F	�m ,�e5' *�N� ����	

+��>&� ����� ��? $��9 �	 �� {xn}∞�



���

x◦ = c , xn+� = f(xn) , (n ∈ N)

+���* $��9 
�� �*
d(xk+�, xk) = d(f(xk), f(xk−�) ≤ Md(xk, xk−�)

Jk ∈ N �� ,�?� �	 UZ
d(xk+�, xk) ≤ Mkd(x�, x◦)

+���* n > m �� ,�?� �	 
�� �	 ��	

d(xn, xm) ≤
n−�∑
k=m

d(xk+�, xk) ≤ d(x�, x◦)
n∑

k=m

Mk

�* 3 � >&� p39 &4�> ��4 �* UZ F<��;��∑∞
� Mn &<3�� ,�< ��g

xn UZ F<� !�� X ��g 3�>&� p39 &4�> ��4 �* q�' {xn}∞� ,���('* ,� �.'
J+���D&� 36 xn+� = f(xn) ,�e	�� ?� T�6 F<� p ∈ X 3�'�� ,��e5' �	 ��;��

3�*&� � �.' f &;.<��Z

p = f(p)

0L��8T= �������

34�	 Y ,�.� ,�C1 ,�.	 X ,�.� ,�C1 �	 &�	�� f +��> E�1 ���
�� ��2�
p �� ,�?� �	 �> ,��S �	 34�	 *�N�� δ > � 3�'�� ,*3�Jε > � �� ,�?� �	 :�D ��

JX ?� q�
dX(p, q) < δ =⇒ dY (f(x), f(y)) < ε

2F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 X �	 f +�u�D
�� E 3�'�� ���� �8� �	 \	�� 8� F=���f� &;.<��Z � &;.<��Z ����� �r*3 �

3��> �N�� q�' �"'� ,�"���#� �	 �"'� ,�B��5� 
�% �� +��>&� ���f�
:�D �� +�'��= �.<��Z E �	 �� f

∀p ∀ε ∃δ ∀q (dX(p, q) < δ =⇒ dY (f(p), f(q)) < ε) P�O

:�D�� +�'��= �.<��Z F=���f� ��S �	 E �	 �� f

∀ε ∃δ ∀p ∀q (dX(p, q) < δ =⇒ dY (f(p), f(q)) < ε) P�O



�%��&�' � �� �( ��� �cd

23�.B� E �	 3�5� q � p P�O � P�O @	�� � �*
[ ?� F<� $��(� F=���f� &;.<��Z � &;.<��Z 
�	 *�N�� $��#�

�f� ��6 �* JF<� ���� � 8� �	 \	� � 8� ?� &.�9�=JF=���f� &;.<�� Z P�O
����� �e5' 8� �* �� &;.<��Z ����&� &��� 2F<� &�%�� F#98� &;.<��Z

2F<� &��� &	 �e5' 8� �* \	�� 8� F=���f� &;.<��Z J*�>
3�'�� ,*3� Jp 3�'�� X ?� �e5' �� � ε > � �� ,�?� �	 &;.<��Z ����� �* P]O
�fA	 ε > � �	 �"�� �' δ 
�� J3�>&� p39 ��2� ����� �* �> +��>&� �3�Z δ > �

�3�Z F<� �e5' �� t�-/� �> δ 8� J �e5' �� �* &��� *��* &;.B	 q�' p �	
��� . 	 δ 8� �	 &�� � F<� �.B	�� ε �	 @51 δ F=���f� &;.<�� Z �* ��k� *�4&�

2*�> F	�m �� X ,�e5' �� �* f &;.<��Z
����� ��2�

E�1 F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 R �	 f(x) = sin x \	�� +��*&� ��H' P�
Jq � p �� ,�?� �	 ��g 34�	 :��/�* ε > � +��>

| sin p − sin q| ≤ |p − q|

2F<� ���X�	 +f6 34�	 δ = ε �D� UZ

+��>&� F	�m F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 [�,∞) �	 f(x) =
√

x 3��* ��H' P�
∀ε ∃δ ∀x∀y (|x − y| < δ =⇒ |√x −√

y| < ε)

,�e	�� J+���D&� :��/�* �� ε > �

|√x −√
y| ≤ √|x − y| < ε

δ = ε� UZ 2|x − y| < ε� �> F<� ���X�	 &���9 �*

��S �	 a > � J[a,∞) $��9 �	 ,:?�	 �� �	 f(x) = �
x \	�� +��*&� ��H' P�

,�e	�� JF<� �.<��Z F=���f�

|�
x
− �

y
| =

|x − y|
xy

≤ |x − y|
a�

< ε

2δ = εa� UZ J|x − y| < εa� �> F<� ���X�	 &���9 �*

2FB�' �.<��Z F=���f� ��S �	 (�,�) ,:?�	 �* f(x) = �
x +��*&� ��H' P�
+��> F	�m 3��	 UZ

∃ε ∀δ ∃x∃y (|x − y| < δ & |�
x
− �

y
| ≥ ε)



�c�

234�	 :��/�* δ � ε = � 3��> E�1
� �.' �* y = �

�
Jx = �

�
3��> E�1 :�;'� Jδ ≥ � :�D��

|x − y| =
�

�
< δ & |�

x
− �

y
| = � ≥ ε

� �.' �* Jy = δ
�
Jx = δ 3��> E�1 :�;'� Jδ < � �D� &��

|x − y| =
δ

�
< δ & |�

x
− �

y
| =

�

δ
> � = ε

?� �� δ � ε ����&� :����� F=���f� &;.<��Z � &;.<��Z ����� �* �� 36 ����� �*
TW3.<� �* 
�� �	 ��	 2F1�D 8� ?� �.fg�> �� �* �� ����&� Ir `� F1�D *�3L� W�	

2FB�' δ ≥ �F��6 �	 &��q� p�1
��k� 34�	&� q�' �.<��Z 34�	 �.<��Z F=���f� ��S �	 �> &�	�� �� F<� R%��
:*�H1 ,���C1 �* +��*&� ��H' ��? ,��CX �* FB�' ���X�	 :����� 7Ae� Uf�

23��*��� !�"#� �* 
��
,�.	 X ,:*�H1 � ,�.� ,�C1 �	 ,��.<��Z \	�� f +��>E�1 ����� �d2�

2F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 X �	 f J$��9 
�� �* J34�	 Y ,�.� ,�C1
�� ,�?� �	 UZ F<� �.<��Z X �	 f ��g +���D&� �x' �* :��/�* �� ε > � 2����	

�> ,��S �	 F<� *�N�� ,�δ > � Ja ∈ X

∀x (d(x, a) < δa =⇒ d(f(x), f(a)) <
ε

�
) P�O

:*�H1 X ��g 2F<� X ?�	 _4�Z 8� F JF = {N δx
�

(a) : a ∈ X} 3��>E�1
3�'�� &S�5' &��� F<� X �3'�4�Z �	 �*�X F ,�C�� ?� &���.� ,*�3�� UZ F<�

�> ,��S �	 3'*�N�� an J. . . Ja� Ja�
X ⊆ ⋃n

i=� N δi
�

(ai)

+��>&� F	�m �� +f6 Jδ = min�≤i≤n
δi

�
+��*&� ���X

,�i UZ Jp ∈ X ��g Jd(p, q) < δ �> ,��S �	 3�4�	 X ?� :��/�* q� p 3��>E�1
&��� Jp ∈ N δi

�

(ai) �> FB�
d(p, ai) < δi

�

+��>&� &<��	 �� ai �� ?� q ,�A9�1 T�6

d(q, ai) ≤ d(q, p) + d(p, ai) < δ +
δi

�
<

δi

�
+

δi

�
= δi



�%��&�' � �� �( ��� �c�


�� �	 ��	 J3��>&� p39 P�O ,�e	�� �* �* �� q Jp &���

d(f(p), f(q)) ≤ d(f(p), f(ai)) + d(f(ai) + f(q))

<
ε

�
+

ε

�
= ε

23��> �N�� ��CX 
�� ?� ,�;�* ����	 �	
&��� 34�(' �.<��Z F=���f� ��S �	 X �	 f 3��> E�1

∃ε ∀δ ∃x∃y (d(x, y) < δ & d(f(x), f(y)) ≥ ε) P�dO

�> 3'*�N�� X ?� yn � xn J(n ∈ N) δ = �
n ]�/.'� �	

d(xn, yn) <
�

n
& d(f(xn), f(yn)) ≥ ε P��O

,��e5' �	 ��;�� �> *��* xnk
3�'�� ,����('* ��? xn UZ F<� :*�H1 X ��g

Jk �� ,�?� �	 P��O �	 ��	 F<� p ∈ X 3�'��
d(xnk

, ynk
) < �

nk

Jp �* f &;.<��Z 0��* �	 Jynk
→ p UZ

limk→∞ d(f(xnk
), f(p)) = limk→∞ d(f(ynk

), f(p)) = �

��g
d(f(xnk

), f(ynk
)) ≤ d(f(xnk

, f(p)) + d(f(p), f(ynk
))

�A=E�1 UZ F<� P��O QI= 
�� � Jlimk→α d(f(xnk
), f(ynk

)) = �UZ
2F<� ���X�	 +f6 � 0S�	

��S �	 \	�� �� 34�	 :*�H1 ,��.<��Z \	�� � ��AX �D� �> +�3�* �d2� ,��CX �*
��S �	 f :�;'� 34�	 [a, b] ,:?�	 �	 ,��.<��Z \	�� f �D� UZ F<� �.<��Z F=���f�
� (a,∞) �� (a, b) $��9 �	 f ,�.<��Z \	�� � ��AX �D� T�6 F<� �.<��Z F=���f�
2F1�D � �.' ���.	 �� F=���f� &;.<��Z �� 34�	 &S�4 �g ,���* f 34�	 �"'� T�`��

����	 [6��' 0L��8T= �������

� f(a+) :�D �� 34�	 (a, b) �	 �.<��Z &5�56 \	�� f 3��> E�1 ����� ��2�
2F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 (a, b) �	 f :�;'� 3�4�	 *�N�� �* �� f(b−)
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3��> ����� 2����	
f(a) = f(a+) , f(b) = f(b−)

��S �	 (a, b) �	 � �. ' �* � [a, b] �	 f UZ JF<� �.<�� Z [a, b] �	 f � �. ' �*
2F<� �.<��Z F=���f�

2F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 (�, b) $��9 �	 :?�	 �� �	 f(x) = sin x
x \	�� [T�`�

� 34�	 [a,∞) �	 �.<��Z &5�56 \	�� f 3��> E�1 ∗����� ��2�
limx→∞ f(x) = L (L ∈ R)

2F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 [a,∞) �	 f $��9 
�� �*
3� '�� ,*3� UZ limx→∞ = L ��g +���D&� �x' �* :��/�* �� ε > � 2���� 	

�> ,��S �	 F<� *�N�� (M > a) M

∀x (x > M =⇒ |f(x) − L| <
ε

�
) P��O

δ� > � 3�'�� ,*3� UZ F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 [a, M + �] �	 f ��g
�> ,��S �	 F<� *�N��

∀x∀y (|x − y| < δ� =⇒ |f(x) − f(y)| < ε) P��O

� D� Jy Jx � � ,�?� � 	 $�� 9 
 �� �* Jδ = min{δ�,�} 3 � � > E� 1 T� 6
3.1� p�#�� F<� 
f�� F��6 �* :�;'� J|x − y| < δ

M < x P]O Ja ≤ x ≤ M P�O
+���* P��O �	 ��	 a ≤ y ≤ M + �UZ |x − y| < δ ≤ � ��g JP�O F��6 �*
|f(x) − f(y)| < ε

[ 3.1�&� p�#�� F��6 �* y ,��	 P]O F��6 �* ��k�
$��9 
�� �* JM ≤ y PIO

|f(x) − f(y)| ≤ |f(x) − L| + |L − f(y)| < ε
�

+ ε
�

= ε

P��O ?� +f6 �Y� Jx ≤ M + � �> 3�>&� ]� �� |x − y| ≤ � ��4 Jy ≤ M PIIO
2*�4&� � �.'

2F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 [�,∞) �	 sin x
x \	�� %)�7�

2F<� :34 ���	 ��? ,�"����� �* ��2� � ��2� ,���CX �	�H� j��.'
���
�� ��2�
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� limx→∞ f(x) � 3 4� 	 R � 	 � . <� � Z � & 5 � 5 6 \ 	� � f 3 � � > E� 1 P�
F=�� �f � ��S � 	 R � 	 f 3��* ��H ' 3 �4� 	 *�N�� �* �� limx→−∞ f(x)

2FB�' ���X�	 7Ae� Uf� 3��* ��H' &��`� �	 F<� �.<��Z

�	 f 3��* ��H' � 34�	&� E ,:?�	 �	 ��3'��> b.H� �	 ��YZ b.H� &�	�� f P�∗

P tan−� x Jcosx Jsinx \	��� 3�'�� O F<� �.<��Z F=���f� ��S

JE� ∩ E� �= ∅ � F<� �.<�� ZJF=���f� ��S �	 E� � E� ,��,:?� 	 � 	 f P�
2F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 E� ∪ E� �	 f 3��* ��H'

&D*�H1 0��* �	 [�,�] ,:?�	 �* 23���;	 �x' �* �� f(x) =
√

x \	�� %)�7�
2F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 Jf ′ ,��3'��> 0��* �	 [�,∞) ,:?�	 �* � J:?�	
�N�� ��2� ?� � T�`� � 	O F<� �.<�� Z F=���f� ��S �	 [�,∞) � 	 f UZ

P3��>

JE ?� y � x �� ,�?� �	 �> 3�4�	 M > � � α > � 3�'�� ,*�3�� :�D �� P�

|f(x) − f(y)| ≤ M |x − y|α P��O

\ 	�� � 3 � '� � 3 � >& � p39 α ,� ( �� � ?� < � � " ^ � � _�S �*JE �* f + � �� D
�> Jg(x) =

√
x � f(x) = sin x

| sinx − sin y| ≤ |x − y| , |√x −√
y| ≤ |x − y| ��

3��* ��H'
F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 3�> p39 q.�HV�� ��4 �* �> &�	�� �� P�O

2F<� ��YZ b.H� f :�;'� α > � �D� P]O∗

8� f +� ��D&� M < � Jα = � � 3�> p39 P��O �* f :�D �� 2���� �
2F<�`�����

�	 ��3'��> ,:?�	 �� �	 f 3��* ��H' 234�	 R �	 �.<��Z &�	�� f 3��> E�1 P�
2F<� �.<��Z JF=���f� ��S

3'� �.<��Z F=���f� ��S �	 ��? \	��� ?� 8� !�3> Pc
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(a) f(x) = sin �
x ,� ≤ x < ∞

(b) f(x) = x sin �
x ,� < x

(c) f(x) = x� sin �
x ,� < x

(d) f(x) = lnx ,� < x

(e) f(x) = x� , x ∈ R

(f) f(x) = sin x� , x ∈ R

F=���f� ��S �	 J�.<��Z F=���f� ��S �	 \	��� ]�C� � l�� � 3��* ��H' P�
�	 F<� 
f�� J�.<��Z F=���f� ��S �	 \	�� �* ]�CA9�6 ��k� 3�.B� �.<��Z

234�(' �.<��Z F=���f� ��S

�.<��Z F=���f� ��S �	 J�.<��Z F=���f� ��S �	 \	�� �* 7�>�� 3��* ��H' P�
2F<�

,�C1 ,�.	 X ,�.� ,�C1 �	 �.<��Z F=���f� ��S �	 &�	�� f 3��> E�1 P�
JY �* f(xn) :�; '� 34� 	 &4�> JX �* {xn} �D� 3� �> F	� m 34� 	 Y ,�.�

2F<� &4�>
[ � 
���� ?� ,*�	��>

~ F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 (�,∞) �* f(x) = �
x ���

&4�> ��4 �* f(xn) = n ��k� 3�>&� p39 &4�> ��4 �* xn = �
n ,���('*

FB�' �.<��Z F=���f� ��S �	 �x \	�� UZ P F<��D��O 3�>&�' p39
~ F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 (�,�) �* g(x) = sin �

x \	�� ���
23�>&�' p39 &4�> ��4 �* g(�n ) = sinnJ3��> �N�� �n ,���('* �	 �r*3 �

2FB�' ���X�	 � 
���� Uf� 3��* ��H' P�d

F=���f� ��S �	 f 3��* ��H' 34�	 ]���.� � �.<��Z f : R → R 3��> E�1 P��
2F<� �.<��Z
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q�' f × g 3��* ��H' 3�4�	 �.<��Z F=���f� ��S �	 (a, b) �	 g � f 3��>E�1 P��
2F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 (a, b) �	

�� ��3'��>O I ,:?�	 �	 �.<��Z F=���f� ��S �	 � ��3'��> \	��� g � f 3��>E�1 P��
2F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 q�' f × g 3��> F	�m 3�4�	 P ���> &	

a�T3� [6�' �������

,�C1 ,�.	 X ,�.� ,�C1 ?� 8� �	 8� &�	�� f 3��>E�1 ���
�� ��2�
,�e	�% �	 f(X) �	 f−� \	�� 34�	 Y ,�.�

f−�(f(x)) = x, x ∈ X

~ F<� �.<��Z f−� ��� 34�	 8� �	 8� � �.<��Z f :�D�� 23�'��= f )�f�� \	�� ��
�.<��Z f−� 3��* ��H' 34�	 8� �	 8� � �.<��Z f : R → R 3��>E�1 %?=�,'

F<�
��? T�`� �	 23�* � �.' �� f−� &;.<��Z 3'���&�' Jf &;.<��Z &A> F��6 �*

23��> �N��
����� ��2�

2Y = {(x, y) : x� + y� = �} � X = [�,�π) 3��> E�1 P�
23���;	 �x' �* ��? $��9 �	 �� Y ,��	 X ?� f \	��

f(t) = (cos t, sin t) ,� ≤ t < �π

2FB�' �.<��Z (�,�) ,�e5' �* f−� +��*&� ��H' 2F<� �.<��Z X �	 f \	��
(�,�) �	 ��;�� �> 34�	 Y ?� !��"g \	� ?� :��/�* ,����('* xn 3��> E�1

Ir `� 234�	
xn = (cos(�− �

n )π, sin(�− �
n )π)

��k� Jlimn→∞ xn = (�,�) �> F<� R%��
limn→∞ f−�(xn) = limn→∞(�− �

n )π = �π �= f−�((�,�)) = �

[ 3��> �N�� ,�;�* ����	 �	
�c2� �	 ��	 UZ f−�−�(V ) = f(V ) +���* :����� JV ⊆ X �� ,�?� �	 ��g

�.B	 ,���� � �� ,�?� �	 �D� �"�� � �D� F<� �.<��Z Y �	 f−�

234�	 �.B	 Y �* f(V ) JX ?� V 3�'��



�c�

�* F<� �.B	 X = [�,�π) ,�C1 �* V = [�
�
π,�π) �> +��>&� �x6I�

�� �C� ��k� F<� f(V ) ,3k6 ,�e5' (�,�) ���? FB�' �.B	 f(V ) �> &��6
2F<� (�,�) ,�e5' ��3	 :���* !��"g \	��r5�X* f(V ) 3��> �N�� 2FB�'

[ $��#.� ,���| �	 � T�`� ��(4 P�∗

@A./� \	�� f &���Jf(x) = e�πix JX = [�,�) 3��> E�1
f(x) = cos�πx + i sin�πx

f(�) ,�e5' �* f−� +��*&� ��H' ��k� F<� �.<��Z X �	 f \	�� 234�	&�
yn = f(xn) ,���('* $��9 
�� �* xn = �− �

n 3��> E�1 2FB�' �.<��Z
2FB�' ��;�� f−�(yn) = xn �> &��6 �* F<� f(�) �	 ��;��

� ,�.� ,�C1 � 	 ,�� .<� � Z � 8� � 	 8� \	� � f +� �> E�1 �� ��� �c2�
2F<� �.<��Z Y �	 f−� $��9 
�� �* 34�	 Y ,�.� ,�C1 ,��	 X ,:*�H1

�* f(V ) JX ?� V 3�'�� �.B	 ,���� � �� ,�?� �	 +��* ��H' F<� &1�> 2����	
F<� :*�H1 X �* V UZ 34�	 �.B	 X �* V �J V ⊆ X +��> E�1 2F<� �.B	 Y

2F<� �.B	 � �.' �* F<� :*�H1 f(V ) �Y� F<� �.<��Z f ��g
23H' �.<��Z f−� JX �*�(' :*�H1 0��* �	 ��k� *�	 :*�H1 Y �f��� �	 p�1 ,��T�`� �*
[6� ' 8� �� f $��9 
�� �* 34�	 �.<�� Z &�	� � f 3��>E�1 ���
�� ��2�
0(X ,���CX b(S �	 23���'&�0�=���D,� �� Y � X ,�C1 �* � 0�=���D,�
�	 �� ?�	 ,������ � &��� JF<� 8�����Z�� tk ��= {1�6 JF/��'�B�� \	�� ��

2*��;'&� �.B	 ,������ � �	 �� �.B	 � ?�	 ,������ �
��2� � �d2� J��2� ,���CX $�%��#� ?� �� &D*�H1 :�D �� +��*&� ��H' T�6
!?W ��4 8� &D*�H1 &��� 3�� 3���/' F<* �	 !?W j��.' +��> QY6 �d2� �

2F<�
$��9 
�� �* J34�(' :*�H1 E � E ⊆ R +��> E�1 ����� ��2�

2FB�' ��3'��> �> FB� E �	 ,��.<��Z \	�� P�O
2*��3' +���� �� +��q>�� �> FB� E �	 ,��3'��> � �.<��Z \	�� P]O
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:�;'� J34�	 +� ��3'��> EJ
�� �	 :�I� :�D��
234�	&�' �.<��Z F=���f� ��S �	 �> FB� E �	 ,��.<��Z \	�� P�O

,3k 6 ,�e5' � �.' �*JFB�' �.B	 E �Y� J34�	 ��3'��> E 3��>E�1 �3.	� 2����	
2p �∈ E �> *��* p 3�'��

F=���f� ��S �	 
��
�� FB�' ��3'��> ��k� F<� �.<��Z E �	 f(x) = �
x−p \	��

Jxn → p �> FB� E ?� {xn} 3�'�� ,����('*Jp ∈ E′ 0��* �	 ���? 34�	&�' �.<��Z
��k� F<� &4�> ,���('* 8� xn UZ

f(xn) =
�

xn − p
→ ∞

2FB�' &4�> ,���('* 8� f(xn) UZ
�x6I� 3���;	 �x' �* g(x) = �

�+(x−p)�
,�e	�% �	 E �	 �� g \	�� P]O $�(m� ,��	

2FB�' +��q>�� ,���* g ��k� Jsup g = � � J� < g(x) < �Jx �� ,�?� �	 +��>&�
\	�� � P�O F�BX f(x) = x \	�� $��9 
�� �* 34�	 ���>&	 E 3��> E�1 T�6

23�>&� F	�m �� P]O F�BX Jh(x) = x�

�+x�

$��b�� �89 ����	 [6��'

&5�56 \	��� ,��	 �� 36 _/	 
�� �* 2+�*�> ����� ,�.� ,���C1 �* �� \	��� 36
���	 :���.� �* \	��� ,��	 �� ����� J7Ae� &D*�< ,��	 2+��>&� ���f� :���.� 3�g

2*�* +���� ����&� �	�H� b��S �	 
����< ,��	 J+��>&�
Q�YL� &;��B�� 8� �* �> 34�	 &�	�� f : R� → R 3��> E�1 ���
�� ��2�
�	 34�	 *�N�� L 3�'�� ,*3� :�D�� 234�	 :34 ����� ∨ 3�'�� A(a, b) ,�e5'

�> ,��S
∀ε ∃δ ∀x∀y (� <

√
(x − a)� + (y − b)� < δ =⇒ |f(x, y) − L| < ε)

+�B��'&� � F<� L �	��	 � *�N��J(x, y) → (a, b) �> &.X�Jf \	�� 36 +���D
lim(x,y)→(a,b) f(x, y) = L

�#9 �	��	 � *�N�� $�-./� ��3(� �* f(x, y) = xy�

x�+y�
\	�� 36 3��* ��H' 2� T�`�

2F<�
,��B��' 2+���D&� :��/�* �� ε > �

|f(x, y) − �| =
|xy�|

x� + y�
=

|xy|
x� + y�

× |y|
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≤ �

�
× |y| ≤ �

�

√
x� + y� < ε

2F<� ���X�	 +f6 δ = �ε &���J
√

x� + y� < �ε �> F<� ���X�	 &���9 �*
23�4�	&� 36 ,���* (�,�) �* ��? \	��� 3��* ��H' 2� 
����

f(x, y) = tan� x + tan� y , g(x, y) = sin x + sin y

:�;'� 34�	 L 36 ,���* A ∈ Rk ,�e5' �* f : Rk → R :�D�� ����� �d2�
2F<� L 36 ,���* JA ∈ E′ �> E 3�'�� ,����� � ��? �� �	 f 3�3L�

2*�4&� ��YD�� 
���� ����� �	 ����	
+��>&� ����� ��? $��9 �	 R� �	 �� f \	�� [ *�	��> ?� T�`�

f(x, y) =
{ xy

x�+y�
, (x, y) �= (�,�)

� , (x, y) = (�,�)
@= �	 � f(x, x) = �

�
� 	 F<� �	�� 	 y = x @= �	 f 3�3L� +��>&� �x6I�

!�* $��9 �* � �
�
�	��	 36JT�� $��9 �*Jf(x,−x) = −�

�
�	 F<� �	��	 y = −x

34�	&�' 36 ,���* ��3(� �* p�1 \	�� �d2� ,��CX �	 ��	 UZ 2F<� −�
�
�	��	 36

23��> ��N��� ��2� �	 ��5' ���< �* f \	�� 36 *�N� ,��	

F�1T� 
��	

A(a, b) ,�e5' &;��B��8� �* �> 34�	 &5�56 ,:���.� �* \	�� f 3��>E�1
23���D A �* ��kf� *�36 �� �"'� J��? ,��36 *�N� $��9 �* 34�	 :34 �����

lim
y→b

[ lim
x→a

f(x, y)] , lim
x→a

[ lim
y→b

f(x, y)]

q� ' ��k f� *�36 � 34� 	 36 ,���* A ,�e5' �* f \	� � �D� 3��* ��H' 2� 
����
23'�	��	 �< �� :�;'� 3�4�	 *�N��

��kf� *�36 &�� 34�	 *�N�� \	�� 36 F<� 
f�� �> 3��* ��H' T�`� �	 2� 
����
23�4�(' *�N��

234�(' *�N�� 36 &�� 3�4�	 *�N�� ��kf� *�36 F<� 
f�� 2� 
����
�B��5� UV< � &<��	 ��3(� �* �� ��kf� *�36 � 36 *�N� J��? \	��� ,��	 %?=�,'

23��>



�%��&�' � �� �( ��� ��d

f(x, y) =

{
x�−y�

x�+y�
, (x, y) �= (�,�)

� , (x, y) = (�,�)

g(x, y) =
{

x sin �
x + y sin �

x , (x, y) �= (�,�)
� , (x, y) = (�,�)

h(x, y) =
�

x
sin(xy), h(�, y) = �

�\��� [6��'

\	��� 34�	 Rk ?� &���/�* ,�e5' x = (x�, . . . , xn) +��>E�1 ���
�� ��2�
,��B��' +�'��= &-./� \	��� J(� ≤ i ≤ k) gi(x) = xi ,�e	�% �	 �� Rk �	 gi

|gi(x) − gi(y)| ≤ |x − y|
23'� �.<��Z F=���f� ��S �	 �.(�� 23'� �.<��Z Rk �* �� gi �> 3��*&� ��H'

23'� �.<��Z ��? \	��� JF�BX ^��= � ]�% 09�6 Jl�� � 36 ,���CX �	 ��	
f(x, y) = x� + y� , h(x, y) = xy

x�+y�
((x, y) �= (�,�))

h = g�×g�
g�
�
+g�

�

� f = g�
�

+ g�
�
���?

*�3�� ��ni �� �* �> Jxn�

�
xn�

�
· · ·xnk

k $��9 �	 ,��A�N 8� �� b��S 
��� �	
3�'�� ,��A�N 3�g �� � �.' �* 3'� �.<��Z Rk �	 3�.B� &.(`� R�L9

p(x) =
∑

cn�
cn�

· · · cnk
xn�

�
xn�

�
· · ·xnk

k

&���.� $I�N ��35� � &#���' � R�L9 *�3�� ni � @A./� *�3�� �� ci �� �* �>
23'� �.<��Z Rk �* F<�

2F<� �.<��Z 34�	 �#9 ���/� ^�/� �> xk J. . . Jx� Jx� ?� ���D \	�� �� 
��
��
�* �> ,��S �	 3�4�	 Rk �	 &5�56 \	��� h � Jg Jf 3��>E�1 ����� ��2�

�D� $��9 
�� �* Jf ≤ g ≤ h 2A Q�YL� &;��B�� 8�

lim
x→A

f(x) = lim
x→A

h(x) = L

2limx→A g(x) = L :�;'�

U Z J� ≤ |f | ≤ �
�
|x| :��� � � 3 �� � ; 	 � x ' �* �� f(x, y) = x�y

x�+y�
%)� 7 �

2lim(x,y)→(�,�) f = �



���

����	 [6��' ������������

8� �� c 234�(' �.<��Z *�= ���AX ?� c ,�e5' �* f +��> E�1 ���
�� ��2�
2*�> +����= +�B5� �.<* �* �	 �� ��&;.<��Z�' 2+�'��= f &;.<��Z�'

8 � �� c 3 � 4� 	 *�N� � �* � � f(c−) Jf(c+) � 34� 	 f &; .<� � Z� ' 8 � c :� D� �
;�
 2�� ��������� �� �� $��9 
�� ��i �* J+���D f )�� 2�� �� J$
�� ���������

2+���D
2F<� T�� l�' ?� f(x) = [x] \	�� ,��&;.<��Z�' ,��� 2� T�`�

\1� &;.<��Z�' 8� �� T�� l�' &;.<��Z�' f(c) �= f(c+) = f(c−) �> &���9 �*
23���D q�' &'34

3��> E�1 2� T�`�
f(x) =

{
[x]
x , x �= �

� , x = �

l�' ?� &;.<��Z�' ���< ��k� *��* !�* l�' &;.<��Z�' x = � ,�e5' �* p�1 \	��
2F<� :*�<

2F<� !�* l�' ?� ��? \	��� ,��� ,��&;.<��Z�' 2� T�`�

f(x) =
{
� , x ∈ Q
� , x �∈ Q

, g(x) =
{

sin x , x ∈ Q
cosx , x �∈ Q

n Jm � Jn > � �� �* �> F4�' x = m
n $��9 �	 ����&� �� ���D *3� �� 2� T�`�

�� f \	�� 2� = �
�
3��>E�1 q�' � 23�4�	 &>�.H� ��A� !�B5� ��3	 &L�L9 *�3��

23���;	 �x' �* ��? $��9 �	
f(x) =

{
� , x �∈ Q
�
n , x = m

n

&;.<��Z�' ���D ,�e5' �� �* � F<� �.<��Z Jz�D ,�e5' �� �* f +��*&� ��H'
2*��* :*�<

2+��>&� F	�m � ���	 *��* *�	��> �	�H� 0u�B� �* �> �� ���D *�3�� ?� &.�9�= �3.	�
&%��#� ,:?�	 [a, b] � :*�	 :��/�* &��(S *3� N 3��> E�1 ����� ��2�
&��� 3�4�	 �.fg�> N ?� �"'� ^�/� �> :?�	 �� ,���D *�3�� $��9 
�� �* 234�	
{m

n : m
n ∈ [a, b] ,� < n < N}

2F<� &���.� ,���� � 8�
23��> �N�� ��? T�`� �	 2*�4&� ��YD�� 
���� ����� �	 ����	

?� 3����(� 3�4�	 �.fg�> �� ?� �"'� ^�/� �> [�,�] ,:?�	 ,���D *�3��
B� = {m

�
: m
�
∈ [�,�]} = {�,�}

B� = {m
�

: m
�
∈ [�,�]} = {�

�
}



�%��&�' � �� �( ��� ���

B� = {m
�

: m
�
∈ [�,�]} = {�

�
, �
�
}

.

.

B� = {m
�

: m
�
∈ [�,�]} = {�

�
, �
�
, �
�
, �
�
, . . . , 


�
}

[ +��>&� &<��	 �� � T�`� �* :34 ����� \	�� ��.1� T�6
J36 
�� ?� +f6 �< �� �> Jlimx→c f(x) = � Jc 3�'�� �e5' �� �* +��*&� ��H'
J*�3�� &<3��4�� F�9�= �	 ��	 2+���D&� �x' �* :��/�* �� ε > � 2*�4&� � �.'
,���� � ��2� �	 ��	 2 �N < ε �> ,��S �	 F<� *�N�� N 3�'�� &��(S ,*3�
&���.� 34�	 N ?� �.fg�> �"'� ^�/� �> � < |x − c| < � &;��B�� ,���D *�3��

3��> E�1 T�6 23�4�	 ap J. . . Ja� Ja� ���D *�3�� �� +��> E�1 2F<�

δ = min
�≤i≤p

|ai − c|

� �.' �* JFB�' *�N�� ���D *3� ���g J� < |x− c| < δ Q�YL� &;��B�� �* UZ
:�;'� J� < |x − c| < δ �D� x �� ,�?� �	

UZ Jn ≥ N +���* Jx = m
n �D� &�� J|f(x)| = � < ε 34�	 z�D x �D�

|f(x) = �
n ≤ �

N < ε

2F<� �#9 �	��	 � *�N�� �e5' �� �* \	�� 36 34 F	�m � �.' �*
z�D ��5' �* f &��� *�4&� \	�� ��35� �	��	 \	�� 36 :�;'� 34�	 z�D c �D� T�6
�* f &��� *�4&�' \	�� ��35� �	��	 \	�� 36 :�;'� 34�	 ���D c �D� ��k� 2F<� �.<��Z
2F<� T�� l�' ?� ��&;.<��Z�' UZ F<� *�N�� 36 ��g 2F<� �.<��Z�' ���D ��5'

� � ≤ x ≤ � 3��> E�1 J� T�`� $�%��#� �	 2� T�`�
f(x) =

{
x , x �∈ Q

m sin �
n , x = m

n

2F<� 36 ,���* [�,�] ��5' !��� �* f 3��* ��H'
2limx→c f(x) = c Jc ∈ [�,�] �� ,�?� �	 +��*&� ��H' 206

+f6 [∀ε ∃δ ∀x (� < |x − c| < δ =⇒ |f(x) − c| < ε)

�> +��>&� ]�/.'� ,��S �� q &��(S *3� +���D&� �x' �* :��/�* �� ε > �

|q sin
�

q
− �| <

ε

�

E�1 p�1 T�`� 3�'��� P F<� ��YZ ��f�� ]�/.'� 
�� limn→∞ n sin �
n = � ��gO

q ?� ���� ^�/� �> 3�4�	 � < |x− c| < � ,:?�	 ,���D *�3�� bk J. . . Jb� Jb� 3��>



���

3��> E�1 T�6 2δ� = min�≤i≤k |bi − c| � 3�4�	 �.�>

δ = min{δ�,
ε

�
}

,�?� �	 � �.' �* FB�' *�N�� ���D *3� ���g J� < |x − c| < δ &;��B�� �* UZ
:�;'� J� < |x − c| < δ �D� x ��

x �∈ Q =⇒ |f(x) − c| = |x − c| < δ < ε
�

< ε
x ∈ Q =⇒ ∃m ∃n (x = m

n , (m, n) = �, n ≥ q)
=⇒ |f(x) − c| = |m sin �

n − m
n + m

n − c|
≤ m

n |n sin �
n − �| + |x − c|

≤ �× ε
�

+ ε
�

= ε

���D ��5' �* � �.<��Z [�,�] ,:?�	 z�D ��5' �* \	�� 
�� J� T�`� 3�'�� UZ
23�4�	&� T�� l�' ?� ��&;.<��Z�' � F<� �.<��Z�'

3�� :�"	 � � � ,�"��`� �	�H� t��= ?� �> 3'34 &1��� &�	��� ��? ,�"����� �*
2F<� :34 :*�#.<� T�;g ,���� � ��? 8� ?� Wr ���� �"'� }�S �* 3�.B�


���� �� ���� l�' � :*�> y/H� �� ��? \	��� &;.<��Z�' ��5' ���
�� ��2�
23��>

2F<� :34 ����� ��? $��9 �	 R �	 f \	�� P�

f(x) =

{
� , x �∈ Q

�
n+|m| , x = m

n , (m, n) = �, n ∈ N

F<� :34 ����� ��? $��9 �	 R �	 g \	�� P�

g(x) =
{

� , x �∈ Q
n

n+�
, x = m

n , (m, n) = �, n ∈ N

2+��>&� ����� 
��g R �	 �� h \	�� P�
�n � m � m ∈ I Jn ∈ N �� �* �> 34�	 m

�n $��9 �	 x �D� Jx �� ,�?� �	
�	��	 $��9 
�� ��i �* � �

n �	��	 �� h(x) 3�4�	 �.4�3' &>�.H� ��A� !�B5�
2+��>&� ����� �#9

��8T= [6��'

Jy � x �� ,�?� �	 :�D�� +�'��= ,*��9 (a, b) �	 �� f &5�56 \	�� ���
�� �c2�
a < x < y < b =⇒ f(x) ≤ f(y)

Jy � x �� ,�?� �	 �> &���9 �* +�'��= &��q' �� f �



�%��&�' � �� �( ��� ���

a < x < y < b =⇒ f(x) ≥ f(y)

234�	 &��q' �� ,*��9 �> &�	�� &��� ���f� \	��
F<� 36 ,���* ���f� ,���('* �� �> +�*�> :3��H� �����('* hL	 �* �> ,��S ����
F<�� � �g 36 ,���* �e5' �� �* �> *�* +����= ��H' 3'��.1� M�= q�' ���f� \	���

23�.B�
�� ,�?� �	 $��9 
�� �* 34�	 ,*��9 (a, b) �	 f +��> E�1 ����� ��2�

� 3'*�N�� �* �� f(c−) � f(c+) Jc ∈ (a, b)

f(c+) = infx>c f(x) P�O
f(c−) = supx<c f(x) P]O

Ja < x < y < b �� ,�?� �	 :�I� �	 P�O

f(x+) ≤ f(y−)

f(c) �	 W�	 ?� � &"��' E ��g JE = {f(t) : a < t < c} +��> E�1 2P]O ����	
+��*&� ��H'Jα = sup E +��> E�1 2F<� *�N�� E +��Z�< UZ F<� *�3L�

limx→c− f(x) = α

+f6 [ ∀ε ∃δ ∀x (c − δ < x < c =⇒ |f(x) − α| < ε)

?� x◦ 3�'�� ,*3� +��Z�< �-/H� F�9�= �	 ��	 +���D&� :��/�* �� ε > �

�> ,��S �	 F<� *�N�� (a, c)

f(x◦) > α − ε

:�;'�Jx◦ < x < c �D� x �� ,�?� �	 Jδ = c − x◦ 3��> E�1 T�6
α − ε < f(x◦) ≤ f(x) ≤ α < α + ε

2*�4&� F	�m �	�H� b��S �	 P�O F�BX
P]O � P�O �	 ��	 2P�O ����	

f(x+) = inf{f(t) : x < t < y}
f(y−) = sup{f(t) : x < t < y}

f(x+) ≤ f(y−) 
�� �	 ��	
�	�H� ��CX f(x−) ≤ f(x) ≤ f(x+) Jx �� ,�?� �	 :�;'� 34�	 ,*��9 f :�D ��

2F<� ���X�	 &��q' \	��� ,��	
23'��3' !�* l�' &;.<��Z�' ���f� \	��� �> F<� 
�� Jp�1 ,��CX �;�* ,� �.'



���

�`>�36 J\	��� 
��g ,��&;.<��Z�' ,���� � �> *�* +����= ��H' ��? ,��CX �*
2F<� ��YZ M���4

,���� � $��9 
�� �* 234�	 ,*��9 (a, b) �	 f +��>E�1 ����� ��2�
2F<� ��YZ M���4 �`>�36 f ,��&;.<��Z�'

&��� 34�	 (a, b) �* f ,��&;.<��Z�' ,���� � E 3��> E�1 2����	
E = {x : a < x < b , f(x−) < f(x+)}

E �	 F \	�� ��> 
�� ,��	 2F<� *3��� Q ?� ,����� � ��? �	 E +��*&� ��H'
[ +��>&� ����� ��? $��9 �	 �� Q ,�.	

+���'&� rx � �.1�D (f(x−), f(x+)) ,:?�	 ?� ���D *3� 8� @51 x ∈ E �� ,�?� �	
2F (x) = rx +��>&� ����� �

��	 Jx < y *�> E�1 ����&� Jx �= y 3��>E�1 2F<� 8� �	 8� f +��*&� ��H'
��2� ,��CX �	

F (x) = rx < f(x+) ≤ f(y−) < ry = F (y)

2*�> 0�� ����&� �	�H� b��S �	 Jx > y �> &���9 �*
� �? ��g F<� *3��� Q ?� ,����� � � �? � 	 E UZ F<� 8� � 	 8� F ��g
2F<� ��YZ M���4 �`>�36 q�' E UZ 3�.B� ��YZ M���4 �`>�36 Q ,������ �

q� ' &��q ' \ 	�� � ,��&;.<�� Z� ' ,���� � �> *�* ��H' ��� �&� M�� 
��� �	
,���� � �> +��>&� ����� ���f� &�	��� ��? ,�"��`� �* F<� ��YZ M���4 �`>�36

23�4�	 ��YZ M���4 ���� ,��&;.<��Z�'

����� ��2�
3���;	 �x' �* Sn = n

n+�
,�e	�% �	 �� [�,�] ,:?�	 ?� {Sn}∞� ,���('* P�

����� ��? $��9 �	 �� [�,�] �	 f \	�� $��9 
�� �* 2Cn = �
�n 3��> E�1

+��>&�
f(x) =

∑
Sn<x Cn , � < x < �

�* JSn < x �"'� ,��	 �> *�4&� �.1�D ��n �� ,�� ,3�	 \�N �� �* �>
�	 2+��>&� ����� �#9 �� f *��;' ���X x �g F�< ,�xn G�� �> &���9

�;�* $��(�

f(x) =
n∑

k=�

Ck ,
n

n + �
< x ≤ n + �

n + �



�%��&�' � �� �( ��� ��c

f(x) = � :�;'� J� < x ≤ �
�
�D� Ir `�

2f(x) = �
�
:�;'� J�

�
< x ≤ �

�
�D� ��

�	 2F<� �.<��Z�' Sn = n
n+�

��5' �* � F<� ,*��9 f �> +��>&� �x6I�
n �� ,�?�

f(Sn+) − f(Sn−) =
�

�n

+ ���* :��� � � � F <� F 	� m (Sn, Sn+�) $�� 9 � 	 :?� 	 � � �* f \ 	� �
23��> �N�� ��? T�`� �	 �f#� 
��� �	 f(Sn−) = f(Sn)∑∞

� Cn � Cn > � � 34�	 (a, b) ,:?�	 ?� q���.� ,����('* {Sn}∞� 3��>E�1 P�
&��� f(x) =

∑
Sn≤x Cn +��>&� ����� 
��g (a, b) �	 �� f \	�� 34�	 ��;��

�* Sn �> *�4&� �(<�L� p�1 \�N �* &.X� @51 � @51 Cn Jn �� ,�?� �	
�#9 �	��	 �� f 3�f' p39 Sn ≤ x �* Sn G�� �D� 3�> p39 Sn ≤ x ,�e	��

2+��>&� �����
Ja < x < y < b 3��> E�1 2F<� ,*��9 f +��*&� ��H' �3.	�

f(y) =
∑

Sn≤y

Cn =
∑

Sn≤x

Cn +
∑

x<Sn≤y

≥
∑

Sn≤x

Cn = f(x)

2F<� �.<��Z ��5' ���< �* � �.<��Z�' ��Sn �* f [ +��*&� ��H' T�6
:�;'� Jx < Sm �D� Jx �� ,�?� �	 34�	 F	�m � :��/�* m 3��> E�1 P�O

f(Sm) =
∑

Sn≤Sm

Cn =
∑

Sn≤x

Cn +
∑

x<Sn≤Sm

Cn = f(x) +
∑

x<Sn≤Sm

Cn

2F<� �.<��Z�' �g ?� Sm �* f UZ∑x<Sn≤Sm
Cn ≥ Cm :����� ��g

Jm �� ,�?� �	 �> 3��>&� �x6I�

f(Sm+) = f(Sm) , f(Sm) − f(Sm−) = Cm

2F<� �.<��Z ��5' ���< �* f +��*&� ��H' 8���
2α �= Sn Jn �� ,�?� �	 �> ,��S �	 34�	 &���/�* ,�e5' α +��> E�1

N 3�'�� &��(S ,*3� JF<��;��∑∞
� Cn ��g +���D&� :��/�* �� ε > �

�> F<� *�N��
∞∑

n=N+�

Cn < ε



���

J� < |x−α| < δ &;��B�� �* UZ Jδ = min�≤i≤N |Si−α| 3��>E�1 T�6
Jx �� ,�?� �	 � �.' �* FB�' *�N�� SN J. . . JS� JS� $I�N ?� !�3> G��

:�;'� Jα < x < α + δ �D�

f(x) − f(α) =
∑

α<Sn≤x

Cn ≤
∞∑

N+�

Cn < ε

:�;'� Jα − δ < x < α �D�

f(α) − f(x) =
∑

x<S◦≤α

Cn ≤
∞∑

N+�

Cn < ε

2|f(x) − f(α)| < ε &���

 �� �* JQ = {Sn}∞� *� > E� 1 ��� �& � U Z F<� � �Y Z M�� � 4 Q �� g
� �� D *�3�� �* � � .<� � Z z�D *�3�� �* � > F<� ,*� �9 &� 	� � f $��9
,3�	 ,��0-1 �* \	��� ,�"��< 8�> �	 �� l�' 
�� ?� &�	��� 2F<� �.<��Z�'

2*�> +����= �����

0=�H��6 F
 
��	 � ���8���� 
��	

:34 ����� R �* 36 
�� �	 ��	 2+�*�> ����� ,�.� ,�C1 �* �� 36 �A6�� 
�� ��
,���*�� �r*3 � JR∗ ,�� 36 ����� &;����� *� �� ,��	 P�2� ����� O F<�
8� �* f \ 	� � � > F<� !?W Jp 3 � '� � ,��e 5 ' �* 36 ��� � � ,�� 	 � > + � � >& �
�> 34�	 R ?� L 3�'�� ,��e5' q�' � 34�	 :34 ����� p ,�e5' Q�YL� &;��B��

∀ε ∃δ ∀x (� < |x − p| < δ =⇒ |f(x) − L| < ε) P��O
2*�> ���	 ��? $��9 �	 ����&� �� P��O ,�e	��

∀ε ∃δ ∀x (x ∈ N∗
δ (p) ∩ Df =⇒ f(x) ∈ Nε(L)) P�cO

34�	 *�N�� N∗
δ 3�'�� p &;��B�� 8� JNε 3�'�� L &;��B�� �� ,�?� �	 &���

�>

∀x (x ∈ N∗
δ ∩ Df =⇒ f(x) ∈ Nε) P��O



�%��&�' � �� �( ��� ���

Pf ���AX &��� DfO +��>&� ����� �� −∞ � +∞ &;��B�� T�6
8 � �� (M, +∞) ,:?� 	 JM 3 � '� � & 5 � 5 6 *3 � � � ,�?� � 	 �� �
 � � �d2�
−∞ P Q�YL� O &;��B�� 8� �� (−∞, M) ,:?�	 � +∞ P Q�YL� O &;��B��

2+���D
+���D 3�4�	 R∗ �	 bA�.� L � p +��> E�1 ���
�� ��2�

limx→p f(x) = L

3�'�� p Q�YL� &;��B��8� JU 3�'�� L &;��B�� �� ,�?� �	 �> &���9 �*
�> ,��S �	 34�	 *�N�� V

∀x (x ∈ V ∩ Df =⇒ f(x) ∈ U) P��O

���� 3�4�	 &5�56 *�3�� L � a �> &���9 �* P��O ,�e	�� +��>&� �x6I�
,�e	�� L ∈ R � a = +∞F��6 �* Ir `� J$��9 
�� ��i �* JF<� P�cO �� P��O

�	 *�4&� 0�3(� P��O
∀ε ∃M ∀x (x > M =⇒ |f(x) − L| < ε)

�	 *�4&� 0�3(� JL = +∞ � a ∈ R �> &.��6 �* ��
∀M > � ∃δ ∀x (� < |x − a| < δ =⇒ f(x) > M)

2*�> ���	 �	�H� b��S �	 ����&� �� *���� ���<
+��*&� ��H' Jlimx→�+

(−�)[x]

x−� = −∞ 3��* ��H' %)�7�
∀M > � ∃δ ∀x (� < x < �+ δ =⇒ (−�)[x]

x−� < −M)


�� �* (δ� = �)� < x < � 3 � � > E�1 + �� � D&� :��/ �* �� M > � 206
$��9

(−�)[x]

x−� = −�
x−� < −M ⇐⇒ �

x−� > +M

⇐⇒ x − � < + �
M

⇐⇒ x < �+ �
M

,��CX �	�H� 234 3���= ���X�	 +f6 *�4 ]�/.'� δ = min{�, �
M } �D� UZ

+� ?�	 F�BX ^��= 36 �� � ]�CA9�6 36 �� l�� � 36 ,��CX &��� 2�2�
,��$��(� 23�4�	 &����	 3��	 :34 �>s @	�� � ,��� �> 3��> �N�� @51 FB� ���X�	

23�.B�' &����	 �
�
� A

�
J∞∞ J� · ∞ J∞−∞

� 3�4�	 E ���AX �	 &5�56 \	��� g � f 3��> E�1 ����� ��2�
limx→p f(x) = A , limx→p g(x) = B

+���* J!�* ,��Q�S �*�	 &����	 ��4 �	 $��9 
�� �*
limx→p[f(x) + g(x)] = A + B P�O



���

limx→p f(x) × g(x) = A.B P]O
limx→∞

f(x)
g(x) = A

B P�O

B�1P� [6��'

,�?� �	 :�D�� +�'��= ]3L� �� (a, b) �* :34 ����� &5�56 \	�� ���
�� ��2�
+�4�	 �.4�* J� ≤ λ ≤ � �� � J(a, b) ?� y Jx ��

f(λx + (�− λ)x) ≤ λf(x) + (�− λ)f(y)

�D� &<3�� $��9 �	 23�.B� ]3L� (�,∞) �* f(x) = �
x �� f(x) = x� \	�� Ir `�

:����� J\	�� ��*��' ?� B � A 3�'�� �e5' �* �� ,�?� �	 :�;'� 34�	 ]3L� &�	��
,�e	�� � ]3L� \	��� &;.<��Z *��D&� ���X AB ��� 
���Z J�e5' �* �� 
�	 ��*��'
+����= ��2� ?� � 
���� � ��2� ?� �� &�� �d ,�"����� �* �� ,��YZ b.H� �	 ��

23�*
?=�,' #�%�

� �? E � Y ,� . � ,� . 	 X ,� . � ,�C1 � 	 � . <� � Z & � 	� � f 3 � � > E� 1 P�
2F<� T�;g f(X) �* f(E) 3��> F	�m 234�	 X ?� &��;g ,���� �

� �? E � 3�4� 	 Y ,�.	 X ,�.� ,�C1 � 	 �.<�� Z \ 	�� � g � f 3��>E�1 P�
� f :�;'� 3�4�	 �	��	 E �* g � f �D� 3��> F	�m 34�	 X ?� &��;g ,���� �

23�.B� �	��	 X �* g

Jy Jx �� ,�?� �	 �> ,��S �	 34�	 R �	 &5�56 \	�� f 3��> E�1 P�

f(x + y) = f(x) + f(y) P��O

3��* ��H' 2F<� �.<��Z �e5' 8� �* 0X�36 f 3��> E�1 q�' �
2F<� �.<��Z R �* f P�O

�> F<� *�N�� c 3�'�� ,*3� P]O

∀x (f(x) = cx)



�%��&�' � �� �( ��� ��d

23�> p39 P��O �* �> F<� *�N�� ,��.<��Z�' \	�� ��� P�O

∅ �= E ⊆ [a, b] �� ,�?� �	 J34�	 ��3'��> &�	�� f : [a, b] → R +��> E�1 P�
+��>&� ����� ��? *3� �� E �* f ��<�'

Ωf (E) = sup{f(x) − f(y) : x, y ∈ E}

3��* ��H' P�O

� ≤ Ωf (E) ≤ � sup
x∈E

|f(x)|

:�;'� J∅ �= E ⊆ S ⊆ [a, b] :�D�� P]O

Ωf (E) ≤ Ωf (S)

+��>&� ����� ��? $��9 �	 �� x �* f ��<�' Jx ∈ [a, b] �� ,�?� �	 P�O

wf (x) = inf
δ>�

Ωf (Nδ(x))

wf (x) = limδ→�+ Ωf (Nδ(x)) 3��* ��H'
wf (x) = � �D� �"�� � �D� F<� �.<��Z x �* f 3��* ��H' P$O

3�4�	 *�N�� �* �� f(C−) � f(C+) JC 3�'�� ,��e5' �* �> &���9 �* P�O
3��> �(<�L� �� wf (C) ��35�

,�?� �	 �> F<� �� f : X → Y &;.<��Z ,��	 &1�> � !?W ��4 3��> F	�m P�
JB ⊆ Y ��

f−�(B◦) ⊆ (f−�(B))◦

,���� � ��? �� ,�?� �	 �D� �"�� � �D� F<� �.<��Z f : X → Y 3��* ��H' Pc
234�	 �.<��Z A �	 f 3�3L� JA ⊆ X :*�H1



���

��3'��> ,���� � �	 �.<��Z F=���f� ��S �	 &5�56 &�	�� f 3��>E�1 P�
��3'��> E �D� �> 3��* ��H' T�`� �	 F<� ��3'��> f 3��* ��H' 34�	 E ⊆ R

2*�H' ���X�	 � �.' F<� 
f�� 34�('

JE ⊆ X 3�'�� ?�	 ,���� � �� ,�?� �	 :�D �� 3���D ?�	 �� f : X → Y \	�� P�
34�	 ?�	 Y �* f(E)

2F<���f� R �	 R ?� �.<��Z � ?�	 \	�� �� 3��> F	�m

�`>�36 (a, b) �	 &5�56 \	�� �� T�� l�' ,��&;.<��Z�' ,���� � 3��> F	�m P�
2F<� ��YZ M���4

,�e5' ,�A9�1 34�	 X ,�.� ,�C1 ?� &"��' ,����� � ��? A 3��>E�1 P�d
+��>&� ����� ��? $��9 �	 Pc�2�O �� A ?� x ∈ X

d(x, A) = inf
y∈A

d(x, y)

2x ∈ A �D� �"�� � �D� d(x, A) = � 3��> F	�m P�O
F	�m 23���;	 �x' �* f(x) = d(x, A) ,�e	�% �	 �� f : X → R \	�� P]O

2F<� �.<��Z F=���f� ��S �	 X �	 f 3��>

f ,��&;.<��Z�' ,���� � E � :*�	 [α, β] �	 ,*��9 &�	�� f 3��> E�1 P��
&��� 34�	 [α, β] �*

E = {x : f(x−) < f(x+)}
Jx ∈ E �� ,�?� �	 3��* ��H' P�O

wf (x) = f(x+) − f(x−)

,���� � Jn �� ,�?� �	 3��* ��H' P]O

An = {x : wf (x) ≥ �

n
}

f ,��&;.<��Z�' ,���� � 3��* ��H' P�O 2F<� &���.� ,���� � 8�
J
���� 
�� �* �> 3��> �N�� F<� ��YZ M���4 �`>�36 (a, b) 3�'�� ,�:?�	 �	

234�	&� ��2� ,��CX ,��	 ,�;�* ����	 ,�u��� Q3�



�%��&�' � �� �( ��� ���

,��:?�	 ?� ��YZ M���4 l��.N� $��9 �	 ����&� �� ?�	 ,:?�	 �� [ &�������
F4�' ����&� Ir `� F4�' �.B	

(a, b) =
⋃∞

n=�[a + �
n , b − �

n ]

,���f� [a, b] �	 f 3��* ��H' 34�	 �.<��Z � 8� �	 8� [a, b] �	 f 3��> E�1 P��
2F<� 3�>�

3�> p39 &'��� F�9�= �* �> 34�	 (a, b) �	 &5�56 &�	�� f 3��> E�1 P��
2*��3' :*�< &;.<��Z�' f 3��* ��H'

+��>&� ����� ��? $��9 �	 �� g \	�� J34�	 �.<��Z [a, b] �	 f 3��> E�1 P��

g(x) =
{

a , x = a
maxa≤t≤x f(t) , a < x ≤ b

2F<� �.<��Z [a, b] �	 g 3��* ��H'

� f : R → R 3��> E�1 P��

A = {(x, y) : y < f(x)} , B = {(x, y) : y > f(x)}

3�4�	 ?�	 R� �* �* �� B � A �D� �"�� � �D� F<� �.<��Z f 3��> F	�m

� 34�	 :*�H1 E 3��> E�1 � 34�	 E ���AX �	 f : R → R 3��> E�1 P�c
C = {(x, f(x)) : x ∈ E}

234�	 :*�H1 C �D� �"�� � �D� F<� �.<��Z E �	 f 3��> F	�m

2F<� !?W ��4 8� F=���f� &;.<��Z J��2� ?� 
 
���� �* 3��* ��H' P��

r ∈ Q �� ,�?� � 	 � 3�> p39 &'��� F�9�= �* f : R → R 3��> E�1 P��
2F<� �.<��Z f 3��> F	�m 34�	 �.B	 Ar = {x : f(x) = r} ,���� �

K � J3�4�	 X ,�.� ,�C1 �* �3N +� ?� ,������ � ��? F � K 3��> E�1 P��
,��S �	 F<� *�N�� δ > � 3�'�� ,*3� 3��* ��H' 34�	 �.B	 F � :*�H1

Jq ∈ F �� � p ∈ K �� ,�?� �	 �>
d(p, q) ≥ δ

[ F<� F(`� � �.<��Z K �	 f(x) = d(x, F ) \	�� [ &������ ]



���

�� 34�	 ]3L� (a, b) �* f \	� � �> �� ,��	 &1�> � !?W ��4 3��* ��H' P�d
Ja < s < t < u < b �> u � t Js �� ,�?� �	 �> F<�

f(t) − f(s)
t − s

≤ f(u) − f(t)
u − t

��4 �* [c, d] ⊆ (a, b) �.B	 ,:?�	 �� �* f :�;'� 34�	 ]3L� (a, b) �	 f �D� P��
J[c, d] ?� y � x �� ,�?� �	 �> FB� ,�k > � &��� 3�>&� p39 q.�HV��

|f(x) − f(y)| ≤ k|x − y|

34�	 ]3L� (a, b) �	 f �D�O 2F<� �.<��Z :�;'� 34�	 ]3L� (a, b) �	 f �D� P��
P234�	 �.<��Z �g ?� b �* � F<�� ?� a �* f FB�' !?W



�%��&�' � �� �( ��� ���



� ���

�	�" #�$�

+����= ���� t��= �	 � :*�> ����� �� &5�56 \	�� � b.H� �3. 	� J0-1 
�� �*
��"| Wr ���� 234 +����= ��4� ,��*�	 \	��� b.H� �	 &'���Z ,��_/	 �* 2F=�*�Z
��S �	 ��k� 23��* &� ��(��� ��&�L�� �	 )��� @= 
.1�� �	 \	��� 7Ai� �� b.H�
34�	 ?��' *��� �� �* $������ F(B' :�=W�	 � F>�6 � ����� �> &�A� �� �* &A>
F<�����.� 
�	 ,��e	�� \	�� T3� JF5�56 �* 2FB�' ��x.'� ?� ��* b.H� _��3�Z
�* �> E�1 
�� �	 2*�4 &� � �� b.H� ��"| �	 ���.� �	 \	�� $������ F(B' �
7��e� �	 �.H�	 +�� :34 ��4� b.H� ,����k� ,��*�	��> � +���#� �	 &���� $��%���

2F=�*�Z +����= &A��f�
34�	 :34 ����� (a, b) ,:?�	 �	 �> 34�	 &5�56 \	�� f 3��>E�1 ���
�� �2�

36 :�D �� F<� ��YZ b.H� c ,�e5' �* f \	�� +���D c ∈ (a, b) �

lim
x→c

f(x) − f(c)
x − c

P�O

�	 *�N� $��9 �* �� 36 ��35� P34�(' −∞ � +∞ &���O 34�	 &���.� � *�N��
2+�'��= c �* f b.H� �� �� � :*�* ��H' f ′(c)

b.H� E �* f +���D 34�	 ��YZ b.H� E ⊆ (a, b) ?� �e5' �� �* f �> &���9 �*
2F<� ��YZ

�	 �> 3�� &� F<* �	 ,��35� x �� ,�?� �	 J34�	 ��YZ b.H� E �* f �> &���9 �*
x ∈ E �� �* �� ��35� �> *�4 &� �3�Z E �	 &�	�� b��S 
�* �	 2+�*�* ��H' f ′(x)

�N�� 2*�* +����= ��H' f ′ F�I� �	 � :3���' b.H� \	�� �� \	�� 
�� 2F<� f ′(x) �	��	

���



�	�) *�+� �, ��� ��c

2F<� ��YZ b.H� ���� �* f �> F<� &S�5' �r5�X* f ′ ���AX 3��>
� F<� R − I �	��	 f ′ ���AX $��9 
�� �* Jf(x) = [x] 3��> E�1 2� T�`� �2�

2f ′ = �

�g � F<�� b.H� 2+���;	 �x' �* �� �g 36 � F<�� 36 P�O ,�e	�� �* :�D ��
�* *�* +����= ��H' f ′−(c) � f ′

+(c) ,��F�I� �	 7���� �	 �> 3�� &� F<* �	 c �*
F<�� b.H� Jx = � ,�e5' �* &��� f ′

−(�) = +∞ , f ′
+(�) = � 2f(x) = [x] \	��

F<� *�N�� f ′(c) �> +��> &� �x6I� 2FB�' *�N�� �g b.H� &�� F<� *�N��
��YZ b.H� [a, b] �* �� f 3�4�	 � 	�� 	 � *�N�� �* �� f ′

−(c) � f ′
+(c) �D� �"� � � �D�

*�N�� f ′
+(a) Jf ′−(b) � :*�	 ��YZ b.H� &'��* ,�e5' �� �* �> &���9 �* +�'��=

234�	
c ,�e5' �* f ′ \	�� �g 36 � F<�� 36 &��� �	 �� f ′(c−) � f ′(c+) J]�.> 
�� �*

2*��3' f ′(c) *�N� �	 ,��e	�� G�� �> F1�D +����=
2f ′(c+) = f ′(c−) = � ,��e5' �� �* Jf(x) = [x] \	�� �* Ir `�

3��> E�1 2� T�`�

f(x) =
{

x� sin �
x , x �= �

� , x = �

f ′(�+) �> &��6 �* Jf ′
−(�) = f ′

+(�) = �UZ Jf ′(�) = � Jx = � ,�e5' �*
23�.B�' *�N�� f ′(�−) �

q�' �.<��Z c �* f �� �	 :�I� � J34�	 −∞ �� +∞ �	��	 P�O 36 :�D�� 2�N�� �2�
3�'�� 3'� :3���' ��YZ b.H� c �* �� f 
�#���� ?� &=�	 234�	

g(x) =
{ √

x , x ≥ �

−√−x , x < �

*3� 8� �	��	 P�O 36 ��35� �> &���9 �* @51 ]�.> 
�� �* 2g′(�) = +∞ �>
2F#D +���= ��YZ b.H� �� f 34�	 &5�56

,��e5' �* f \	�� ,��YZ b.H� ,��	 &1�> � !?W ��4 Jc2� ,��CX �	 �N�� �	
36 Jxn → c � xn �= c �> xn 3�'�� ���('* �� ,�?� �	 �> F<� �� c 3�'��

lim
n→∞

f(xn) − f(c)
xn − c

234�	 xn ]�/.'� ?� 05.B� � *�N��
\	�� 3��* ��H' ����� �2�



���

f(x) =
{

x� , x ∈ Q

−x� , x �∈ Q

2F<� ��YZ b.H� x = � �* @51
$��9 
�� �* 2xn → � �> 34�	 &���/�* ,���('* xn +��> E�1 206

lim
n→∞

f(xn) − f(�)
xn − �

= lim
n→∞

f(xn)
xn

= lim
n→∞

±x�n
xn

= �

E�1 2FB�' ��YZ b.H� \	�� �;�* ��5' �* +��* &� ��H' 2f ′(�) = �UZ
P *�> T���� ���� &� �� �	�H� TW3.<� c �∈ Q F��6 �* O c ∈ Q � c �= � 3��>

�	 F<� *�N�� xn ∈ Qc 3�'�� ,����('* UZ F<� z�D *�3�� ,36 ,�e5' c ��g
$��9 
�� �* Jxn → c �> ,��S

lim
x→∞

f(xn) − f(c)
xn − c

= lim
x→∞

−x�n − c�

xn − c
= ±∞

2FB�' *�N�� f ′(c) UZ
&� &1��� �e5' 8� �* \	�� 8� ,��YZ b.H� ����� ,��	 &�*��� _/	 
�� �*
234�	 ��YZ b.H� c �* � :34 ����� c ,�e5' &;��B��8� �* f 3��>E�1 2+��>

3��> E�1

g(x) =
f(x) − f(c)

x − c
− f ′(c), x �= c

�� g(x) → �⇐⇒ x → c J$��9 
�� �*

f(x) − f(c) = f ′(c)(x − c) + g(x)(x − c) P�O

2x → c ⇐⇒ g(x) → � �� �* �>
�> &���9 �* 2F<� �.<��Z &�	�� g � F<� ���X�	 x �= c �� ,�?� �	 P�O ,�e	��
,�?� �	 P�O ,�e	�� � *�4 &� �.<��Z ,��e5' �� �* g \	�� Jg(c) = � +��> E�1

[ F#D ���� &� P�O ,�e	�� �	 �N�� �	 *�4 &� ���X�	 q�' x = c �A�N ?� x ��
�> ,��S �	 34�	 *�N�� L 3�'�� ,3� :�D �� F<� ��YZ b.H� c ,�e5' �* f

f(x) = f(c) + L.(x − c) + g(x)(x − c) P�O

���X :�D �� 2+�'��= c �* f b.H� �� L *3� 2g(x) → � ⇐⇒ x → c J�� �* �>
*�4 &� � �.' P�O ,�e	�� ?� :�;'� J∆x = x − c J∆y = f(x) − f(c) +��*



�	�) *�+� �, ��� ���

∆y = f ′(c)∆x + g(x)∆x P�O
2g(x) → �⇐⇒ ∆x → � �� �* �>

�	 ��	�� 0u�B� �* � 3���D :3'�� �� g(x)∆x � ∆y &e= F�BX �� f ′(c)∆x $��(�
23��> &� �x' Q�9 :3'�� ?� 7��5�

c

y

x

∆x

f
′ (
c)

∆
x ∆

y

f

������� � ��=X� !�"� ��E6�F

2F<� �.<��Z c �* :�;'� J34�	 ��YZ b.H� c �* f :�D �� ����� �2�
2����	

f(x) − f(c) =
f(x) − f(c)

x − c
· (x − c)

limx→c f(x) = f(c) *�4 &� � �.' Jx → c �> &.X� p�1 ,�e	�� ?� ,��D 36 �	
[*�> TW3.<� q�' b��S 
�3	 ����&�

&� � �.' ,��D36 �	 F<� ���X�	 P�O ,�e	�� UZ F<� ��YZ b.H� c �* f ��g
*�4

lim
x→c

f(x) = f(c)

�> &�	�� �� &A> ��S �	 �� f(x) = |x| \	�� 3�'�� FB�' ���X�	 p�1 ,��CXUf�
234 3���/' ��YZ b.H� ��5' �� �* 34�	 *�N�� &;.Bf4 �� ��*��' �*



���

34�(' ��YZ b.H� ,��e5' G�� �* &�� �.<��Z ��5' !��� �* �> R �	 &�	�� ��-�
&1�> $��IS� �%�6 T�6 �* ��k� 3�4�	 &� *�N�� &�	��� 
��g F<� 0fH� ,�3X
3����= &1��� \	��� �� J\	��� ,��,�< F�BX �* 2+���3' \	��� ���g &1��� ,��	

234
!�"� ��F ���c )�,
�

b.H� c ∈ [a, b] ,�e5' �* � :34 ����� [a, b] �	 g � f +��>E�1 ����� c2�
c �* Pg′(c) �= � ��4 �	O f/g � fg J(α ∈ R)αf Jf + g $��9 
�� �* 23�4�	 ��YZ

� 3'��YZ b.H�
(f + g)′(c) = f ′(c) + g′(c) P�O

F<� F	�m 8� α J(αf)′(c) = αf ′(c) P]O
(fg)′(c) = f ′(c)g(c) + f(c)g′(c) P�O

(f
g )′(c) = g(c)f ′(c)−g′(c)f(c)

g�(c)
P$O

&� ��YD�� 
���� ����� �	 �� ��5	 � :*�> F	�m �� P$O � P�O ,�".�BX 2����	
2*�4 &� � �.' ��? *�L�� ?� P�O +f6 :�;'� J x → c :�D �� [+��>

f(x)g(x) − f(c)g(c)
x − c

= g(x)
f(x) − f(c)

x − c
+ f(c)

g(x) − g(c)
x − c

J∆x = x − c Jh(x) = f(x)
g(x) 3��* ���X JP$O $�(m� ,��	

∆f = f(x) − f(c) , ∆g = g(x) − g(c) , ∆h = h(x) − h(c)

[ +���* ����� b(S �	

h′(c) = lim
∆x→�

∆h

∆x
= lim

∆x→�

�

∆x

(
f + ∆f

g + ∆g
− f

g

)

= lim
∆x→�

∆f · g − f · ∆g

∆x(g + ∆g)g

= lim
∆x→�

�

(g + ∆g)g

(
∆f

∆x
· g − f · ∆y

∆x

)

UZ ∆g → � ��g

h′ =
f ′ · g − f · g′

g�



�	�) *�+� �, ��� ��d

�E�� I= F
 )�<� �= 
�3*

$��9 
�� �* 34�	 ��YZ b.H� c ,�e5' �* f 3��> E�1 ����� �2�
�> F<� *�N�� c &;��B��8� &��� F<� ,*��9 c �* f :�;'� f ′(c) > � �D� P�O

�� �*
x� < c < x� =⇒ f(x�) < f(c) < f(x�)

F<� *�N�� c &;��B�� 8� &��� F<� &��q' c �* f :�;'� f(c) < � �D� P]O
�� �* �>

x� < c < x� =⇒ f(x�) > f(c) > f(x�)

F<� *�N�� δ > � 3�'�� ,*3� 2ε = �
�
f ′(c) ]�/.'� �	 P�O ����	

|x − c| < δ =⇒ �

�
f ′(c) <

f(x) − f(c)
x − c

<
�

�
f ′(c)

2*�> F	�m �	�H� b��S �	 ���� &� q�' �� P]O 23�� F<* �	 p�1 ,��B��' ?� +f6
�D� J�> *�> +����= F	�m ��2� �* 
�;'��� ��35� ,��CX ?� ,�� �.' ����� �	
T�q' � *��9 �A6�� 
�� �* F<� ,*��9 :?�	 �� �* f 34�	 F(`� ,�:?�	 �* b.H�

2+�*�* ��H' �� �e5' 8� �*

��$��@�G �$�
�J

*�� F<� Q���� ,�:�� '? ,:3��X �	 �> �� 7>�� \	�� ?� ,��D b.H� _/	 
�� �*
2+���D &�

����� F<� f *�	 0��4 �> I ,:?�	 �	 g � [a, b] �	 f +��> E�1 ����� �2�
h = g ◦ f \	�� :�;'� 3�4�	 ��YZ b.H� f(c) �* g � c ∈ [a, b] �* f :�D�� 3�4�	 :34

� F<� ��YZ b.H� c �*
h′(c) = g′(f(c))f ′(c)

��	 UZ JF<� ��YZ b.H� y� �* g ��g Jy� = f(c) Jy = f(x) +��* &� ���X 2����	
�> ,��S �	 F<� *�N�� u(y) 3�'�� &�	�� JP�O �	

g(y) − g(y�) = g′(y�)(y − y�) + u(y)(y − y�)



���

2y → y◦ ⇐⇒ u(y) → � J�� �* �>
Jx �= c �� ,�?� �	

h(x) − h(c)
x − c

=
g(f(x)) − g(f(c))

x − x◦

=
g(y) − g(y◦)

x − c

= [g′(y◦) + u(y)] × y − y◦
x − c

UZ Ju(y) → � � �.' �* Jy → y◦ :�;'� x → c �D� T�6

h′(c) = g′(y◦)f ′(c)

:�D �� F<� &�%�� +��q>�� ,���* c �* f &5�56 \	�� +���D ���
�� �2�

∃δ ∀x (|x − c| < δ & x ∈ Dg =⇒ f(x) ≤ f(c)) P�O

23��> �N�� ��? 0f4 �	 2*�4 &� ����� �	�H� b��S �	 q�' &�%�� +�����

a c� d� c� d� c� b

f

&�%�� +��q>�� ,���* b Jd� Jd� Ja �* � &�%�� +����� ,���* c� Jc� Jc� �* f

2F<�
J,��YZ b.H� ��4 �	 &'��* ,��+����� � +��q>�� �* �> 3�* &� ��H' ��? ,��CX



�	�) *�+� �, ��� ���

�� +��q>�� :����� �.<��Z \	����* �> J���AX ,�".'� � �3.	� �* 2F<� �#9 �	��	 b.H�
234�(' �#9 b.H� F<� 
f�� F<� +�����

,�e5' �* f :�D �� 234� 	 :34 ���� � [a, b] � 	 f +��> E�1 �� ��� �d2�
:�;'� 34�	 *�N�� f ′(c) � 34�	 &�%�� +��q>�� ,���* Jc ∈ (a, b) &��� Jc &'��*

2F<� ���X�	 &�%�� +����� ,��	 �	�H� ,��CX 2f ′(c) = �

�> F<� *�N�� ,� δ > �UZ F<� &�%�� +��q>�� ,���* Jc �* f ��g 2����	
∀x (a < c − δ < x < c + δ < b =⇒ f(x) ≤ f(c))

+���* Jc < x < c + δ �> x �� ,�?� �	 
�� �	 ��	

f(x) − f(c)
x − c

≤ �

� > x � � ,�?� � 	 
 � � 
 � � f ′(c) ≤ � *� 4 & � �  � . ' Jx → c+ � D� T� 6
+���* Jc − δ < x < c

f(x) − f(c)
x − c

≥ �

2f ′(c) = �UZ 2f ′(c) ≥ � *�4 &� � �.' Jx → c− :�D��
34�	 �#9 b.H� ,��e5' �* F<� 
f�� &��� JFB�' ���X�	 p�1 ,��CX Uf�
� � f(x) = x� \	�� � 3� '�� 34�( ' +�� � �� � � +��q>�� ,���* �e5' �� �* \	� � &��
,��CX ?� :*�#.<� �	 34�	 ��YZ b.H� &�	�� �D� $��9 �� �* 2g(x) = x + sin x

2*�> �3�Z �� +����� �� � ��+��q>�� ,��A> ���� &� p�1
:�;'� � ≤ x ≤ π

�
�D� 3��* ��H' 2T�`���2�∗

�
π x ≤ sinx ≤ x

$��9 
�� �* Jf(x) = sin x − �
πx +��* &� ���X

f ′(x) = cosx − �
π = � =⇒ x = cos−� �

π

J34 �#9 &'��* ,�e5' 8� �* @51 f b.H� 
�� �	 ��	
f ′′(x) = − sinx ≤ �

,�e5' � �.'�* F<� 
���Z �	 � � &�L�� ���5� UZ F<� &#�� !�* b.H� ��g
bAe� +��q>�� UZ F<� &�%�� +��q>�� �"�� ��g F<� &�%�� +��q>�� 8� p�1
+����� [�, π

�
] ���* �* ��g 2F<� q�' +����� ,���* f J&;.<��Z 0��* �	 2F<� q�'

�".'� � �3.	� �* \	�� ��35� J3�.B� &�%�� +����� �* �� �".'� � �3.	� 
�� �	 ��	 J*��3'
Jx ∈ [�, π

�
] �� ,�?� �	 UZ F<� �#9 \	�� bAe� +����� � �.' �* 2F<� �#9 �	��	


�� 6�>� ���?@! �� �;� � A�� �� ��@� ���� )BC� 
�� 6�>� ���?@! �� �;� �� ��� '%��
( /�>!�
�)�� $%#�= �� � � ��@� ���� �3 �



���

f(x) ≥ � =⇒ sin x − �
πx ≥ �

&�	�� g UZ g′(x) = �− cosx ≥ � :�;'� Jg(x) = x − sin x +��* ���X :�D ��
F<� �3. 	� �* g bAe� +��� �� UZ P *�> +����= F	� m ��2� �*O F<� ,*��9

Jx �� ,�?� �	 � �.'�* Jg(�) = �

g(x) ≥ � =⇒ x − sin x ≥ �

UZ J� ≤ −x ≤ π
�
��gJ−π

�
≤ x ≤ � �> &���9 �*

�
π (−x) ≤ sin (−x) ≤ (−x)

2�π |x| ≤ | sin x| ≤ |x| :�;'� J� ≤ |x| ≤ π
�
�D� � �.' �*

:�;'� � < x < π
�
�D� 3��* ��H' 2
����

tan x
x > x

sin x , tan x + sin x > �x

2F<� Q���� �.1�� +���� 
�;'��� ��35� ,��CX �	 ��? ,��CX
3�4�	 (a, b) �	 ��YZ b.H� � [a, b] �	 �.<��Z \	��� g � f +��> E�1 ����� ��2�

�> ,��S �	 F<� *�N�� c ∈ (a, b) 3�'�� ,��e5' $��9 
�� �*

[f(b) − f(a)]g′(c) = [g(b) − g(a)]f ′(c) PcO

+��> &� ����� ��? $��9 �	 [a, b] �	 �� h \	�� 2����	
h(x) = [f(b) − f(a)]g(x) − [g(b) − g(a)]f(x)

h(a) = h(b) � F<� ��YZ b.H� (a, b) �	 � �.<��Z [a, b] �	 h \	�� $��9 
���*
,��	 34�	 &� bAe� +����� � +��q>�� ,���* [a, b] �* h J&;.<��Z 0��* �	 
��
��

2h′(c) = � �> +��> �3�Z c ∈ (a, b)) 3�'�� ,��e5' F<� &1�> ��CX $�(m�
+f6UZ Jh′ = � :�;'� h(x) = h(a) Jx �� ,�?� �	 &��� 34�	 &.	�m \	�� h �D�

2*�4 &� ���X�	
�> 34� 	 *�N�� x� ∈ [a, b] 3� '�� ,��e5' &�� � 34�( ' &. 	� m \ 	� � h 3��> E�1

23.1� &� p�#�� F��6 �* h(x�) �= h(a)

+� �q >� � 3 � '�� � &� ' h(b) � h(a) F��6 
 �� �* Jh(x�) > h(a) = h(b) P�O
�* F <� b A e � + � �q >� � ,���* c ∈ (a, b) 3 � '� � ,�� e 5 ' �* h UZ 3 � 4� 	 h

2h′(c) = �� �.'
�� �* h �> +���D &� ,��e5' �� c Jh(x�) < h(a) = h(b) �> &���9 �* P]O

2h′(c) = � � �.' �* 3<� &� *�= bAe� +����� �	
234�	 &� ��2� ?� ,�� �.' �> F<� Q���� 
�;'��� ��35� ,��CX �	 ��? ,��CX



�	�) *�+� �, ��� ���

b.H� � [a, b] �	 �.<��Z &5�56 \	�� f +��> E�1 P
�;'��� ��35�O ����� ��2�
�> ,��S �	 F<� *�N�� c ∈ (a, b) 3�'�� ,��e5' $��9 
�� �* 234�	 (a, b) �	 ��YZ

f(b) − f(a) = f ′(c)(b − a) P�O

23��> :*�#.<� ��2� ,��CX ?� 2g(x) = x 3��> E�1 2����	
&� � �.' J34 :*�q1� q�' f(a) = f(b) E�1 J��2� ,��CX $�%��#� �	 :�D ��

*�4
∃c (c ∈ (a, b) & f ′(c) = �)

2F<� Q���� T�� ,��CX �	 J� �.' 
��
$��9 
�� �* J34�	 ��YZ b.H� (a, b) �* f 3��> E�1 ����� ��2�
2F<� ,*��9 f :�;'� Jf ′(x) ≥ � Jx ∈ (a, b) �� ,�?� �	 �D� P�O
2F<� F	�m f :�;'� Jf ′(x) = � Jx ∈ (a, b) �� ,�?� �	 �D� P]O
2F<� &��q' f :�;'� Jf ′(x) ≤ � Jx ∈ (a, b) �� ,�?� �	 �D� P�O

�* 
�;'��� ��35� ,��CX �	 ��	 Jx� < x� �> (a, b) ?� x� Jx� �� ,�?� �	 2����	
�> ,��S �	 F<� *�N�� c ∈ (x�, x�) 3�'�� ,��e5' J[x�, x�] ,:?�	

f(x�) − f(x�) = f ′(c)(x� − x�)

2*��� F<* �	 p�1 ,�e	�� ?� ���� &� �� +f6 �< �� T�6

!�"� [6�' �������

F<� :34 ����� (a, b) �	 f ′ \	�� UZ J34�	 (a, b) �	 ��YZ b.H� &�	�� f 3��>E�1
�* 23�> &� p39 &'��� F�9�= �* f ′ \	� � �> +��* &� ��H' � �? ,��CX �*
�N�� 23��> &� p39 &'��� F�9�= �* q�' �.<��Z \	��� �> +�3�* ��2� ,��CX

234�(' �.<��Z F<� 
f�� f ′ \	�� �> 3��>
2f ′(a) < λ < f ′(b) � 34� 	 � �Y Z b.H� [a, b] � 	 f +��> E�1 �� ��� ��2�
:� D � � 2f ′(c) = λ � > F <� *� N� � c ∈ (a, b) 3 � '� � ,�� e 5 ' $�� 9 
 �� �*

2F<� ���X�	 &"	�H� ,� �.' Jf ′(a) > f ′(b)


�� �* +��> &� ����� g(x) = f(x) − λx ,�e	�% �	 �� [a, b] �	 g \	�� 2����	
2g′(x) = f ′(x) − λ $��9

+����� g(a) � �.' �* 3�> &� T�q' �	 l��4 g(a) ?� g \	�� UZ g′(a) < � ��g
�* � 3<� &� g(b) �	 � :*�> *��9 g \	� � UZ g′(b) > � ��g � FB�' g bAe�



���

c ∈ (a, b) 3�'�� ,��e5' �* g bAe� +�����UZ FB�' g bAe� +����� g(b) � �.'
� �.' �* F<�

g′(c) = � =⇒ f ′(c) = λ

&;.<��Z�' 3�> p39 &'��� F�9�= �* �> &�	�� �� +�3�* ��2� ?� �� 
���� �*
J
���	��	 34�	 �.4�* !�* l�' &;.<��Z�' F<� 
f�� ��k� *��3' :*�<

:*�< &;.<��Z�' [a, b] �	 f ′ :�;'� 34�	 ��YZ b.H� [a, b] �	 f :�D�� ����� �c2�
2*��3'

)������ �$�
�J

2*�> +����= F	�m � ���	 �� T�.�Z�� ,:3��X �A./� ,�"���9 _/	 
�� �*
g′(c) �= � � 3�4�	 c ,�e5' �* ��YZ b.H� \	��� g � f +��>E�1 ����� ��2�

$��9 
�� �* 2limx→c f(x) = limx→c g(x) = � �

lim
x→c

f(x)
g(x)

=
f ′(c)
g′(c)

F4�' ���� &� T�6 Jf(c) = g(c) = �UZ 3'� �.<��Z c �* g � f ��g 2����	

f(x)
g(x)

=
f(x) − f(c)
g(x) − g(c)

=
f(x)−f(c)

x−c

g(x)−g(c)
x−c

+���� &� F<* �	 Jx → c �> &.X� +���;	 36 p�1 ,�e	�� ?� :�D ��

lim
x→c

f(x)
g(x)

=
f ′(c)
g′(c)

E�1 
�� ��? ,��CX �* 3'*�	 ��YZ b.H� c ,�e5' �* \	�� �* �� ��CX 
�� �*
2F<� :34 QY6



�	�) *�+� �, ��� ��c

� g′ �= � � 3�4�	 ��YZ b.H� (c, d) �	 g � f +��> E�1 ����� ��2�

lim
x→c+

f(x) = lim
x→c+

g(x) = �

:�;'� Jlimx→c+
f ′(x)
g′(x) = L �D� $��9 
�� �*

lim
x→c+

f(x)
g(x)

= L

� f Jx ∈ (c, d) �� ,�?� �	 f(c) = g(c) = � +��> &� ����� P T�� b��SO 2����	
UZ J3��> &� p39 ��2� ,��CX @���4 �* [c, x] ,:?�	 �* g

∃αx (c < αx < x & f(x)−f(c)
g(x)−g(c) = f ′(αx)

g′(αx) )

=⇒ f(x)
g(x) = f ′(αx)

g′(αx)

2limx→c+
f(x)
g(x) = L � �.'�* αx → c+ :�;'� Jx → c+ :�D ��

UZ Jlimx→c+
f ′(x)
g′(x) = L ��g +���D &� :��/�* �� ε > � P !�* ,�5��SO 2����	

�> F<� *�N�� δ > � 3�'�� ,*3�

∀x (c < x < c + δ =⇒ L − ε

�
<

f ′(x)
g′(x)

< L +
ε

�
) P�O

Jc < y < x �� ,�?� �	 Jc < x < c + δ �> ,��S �	 34�	 :��/�* x +��>E�1
UZ J3��>&� p39 ��2� ,��CX @���4 �* [y, x] ,:?�	 �* g � f

∃α (y < α < x & f(x)−f(y)
g(x)−g(y) = f ′(α)

g′(α) )

JP�O ,�e	�� �	 ��	

L − ε

�
<

f(x) − g(y)
g(x) − g(y)

< L +
ε

�

:�;'� Jy → c+ :�D ��
L − ε < L − ε

�
≤ f(x)

g(x) ≤ L + ε
�

< L + ε .

����&� �� TW3.<� 
�� 
�� �	 ��	 J3H' c �* g � f ����� �	 ,?��' TW3.<� 
�� �*
2*�> ���	 limx→−∞ f(x) = limx→−∞ g(x) = �F��6 �*

M?��� F"N 2*�> ���	 �	�H� b��S �	 ���� &� �� T�.�Z�� ,:3��X �;�* ,��F��6
2+���� &� �� �;�* ,�'��' 
�3�g �.H�	

� g′ �= � � 3�4�	 ��YZ b.H� (a,∞) �	 g � f +��> E�1 ����� ��2�



���

lim
x→∞ f(x) = lim

x→∞ g(x) = �

:�;'� (L ∈ R) limx→∞
f ′(x)
g′(x) = L �D� $��9 
�� �*

lim
x→∞

f(x)
g(x)

= L

3� '� � ,*3� UZ limx→∞
f ′(x)
g′(x) = L ��g 2+ �� � D&� :��/�* �� ε > � 2���� 	

�> F<� *�N�� M > �

∀x (x > M =⇒ L − ε

�
<

f ′(x)
g′(x)

< L +
ε

�
) P�O

�* g � f Jy > x �> y �� ,�?� � 	 Jx > M � 34� 	 :��/ �* x 3� �>E�1 T�6
UZ J3��> &� p39 ��2� ,��CX @���4 �* [x, y] ,:?�	

∃α (x < α < y & f(y)−f(x)
g(y)−g(x) = f ′(α)

g′(α) )

P�O ,�e	�� �	 ��	
L − ε

�
< f(y)−f(x)

g(y)−g(x) < L + ε
�

:�;'� Jy → ∞ :�D ��
L − ε < L − ε

�
≤ f(x)

g(x ≤ L + ε
�

< L + ε

�* �� �	�H� ,���CX 3�.B� Q���� �
�
F��6 �* T�.�Z�� ,:3��X �	 p�1 ,���CX

0�� ±∞F�< �	 ^�/� J f(x)
g(x) �B> �* �> &���9 �* 2*�> ���	 ���� &� ∞

∞ F��6
,:3��X ?� �'��' 8� 2F<� ��m��� &	 ��CX ,� �.' �* $��9 36 ��35� � *�N� 3�>

2+��> &� F	�m � ���	 F��6 
�� �* �� T�.�Z��
� Jg′ �= � J3�4� 	 (a, b) � 	 � �Y Z b.H� \	�� � g � f +��> E�1 �� ��� �d2�

:�;'� Jlimx→b−
f ′(x)
g′(x) = L �D� $��9 
�� �* 2limx→b− g(x) = +∞

lim
x→b−

f(x)
g(x)

= L

�> F<� *�N�� ,�δ� > �UZ f ′(x)
g′(x) → L ��g +���D &� :��/�* �� ε > � 2����	

x �� ,�?� �	

b − δ� < x < b =⇒ L − ε

�
<

f ′(x)
g′(x)

< L +
ε

�
P�dO



�	�) *�+� �, ��� ���

,��CX �	 ��	 Jc < x < b �> x �� ,�?� �	 J3���;	 �x' �* (b− δ�, b) ?� �� c T�6
�> ,��S �	 F<� *�N�� t ∈ (c, x) 3�'�� ,��e5' J��2�

[f(x) − f(c)]g′(t) = [g(x) − g(c)]f ′(t)

�� �
f(x)
g(x)

− f(c)
g(x)

= [�− g(c)
g(x)

] × f ′(t)
g′(t)

�� �

f(x)
g(x)

=
f ′(t)
g′(t)

+
�

g(x)
[f(c) − g(c)

f ′(t)
g′(t)

] P��O

,�A�N P��O ,�e	�� �* 2F1�D F(`� ���� &� �� g(x) UZ g(x) → ∞ ��g
,*3� UZ Jlimx→b− h(x) = � ��g J+��* &� ��H' h(x) �	 �� �g F�< �* !�*

Jx �� ,�?� �	 �> ,��S �	 F<� *�N�� δ� > � 3�'��

b − δ� < x < b =⇒ − ε

�
< h(x) <

ε

�
P��O

*�4 &� � �.' P��O JP��O JP�dO @	�� � ?�
L − ε < f(x)

g(x) < L + ε .

3��> �(<�L� �� ��? 36 2� 
����
limx→�

e−(�+x)
�
x

x

F<� ��YZ b.H� &S�5' �g �* ��? \	�� 2� 
����
g(x) =

{
x�| cos π

�x
| , x �= �

� , x = �

a�T3� [6�' ����J

��YZ b.H� f−� ��� 34�	 f )�f�� \	�� f−� � 34�	 ��YZ b.H� &�	�� f 3��>E�1
p�1 $W���< �<�Z ��? ,��CX ~ *�> �(<�L� ���� &� �'�;g �� �� b.H� ~ F<�

23�* &� ��
�* Jf ′(x) �= � :����� � 34�	 ��YZ b.H� I ,:?�	 �	 f +��> E�1 ����� ��2�

Jx �� ,�?� �	 � F<� ��YZ b.H� f(I) �	 f−� � F<� 8� �	 8� f $��9 
��
(f−�)′(y) = �

f ′(x)



���

2y = f(x) p�1 ,�e	�� �*
:����� �� f ′(x) > � :����� ��2� ,��CX �	 ��	 Jf ′(x) �= � :����� ��g 2����	

2f ′(x) < �

I �	 ,*��9 �r3�>� &�	�� f UZ f ′(x) > � Jx �� ,�?� �	 3��> E�1 2T�� F��6
F<� :?�	 8� f(I) �> *�4 &� � �.' f &;.<��Z ?� 2F<� 8� �	 8� � �.'�* F<�

P��2�O F<� �.<��Z f(I) �	 f−� �
,���('* 234�	 :��/�* � y ∈ f(I) +��>E�1 2F<� ��YZ b.H� f−� +��* &� ��H'
&� ����� � +���D &� �x' �* yn → y � yn �= y ��4 �	 �� f(I) ?� {yn}∞� :��/�*
&� � �.' f−� �*�	 8� �	 8� � &;.<��Z Jx = f−�(y) Jxn = f (−�)(yn) +��>

�> 3�*
xn → x , xn �= x

UZ JF<� ��YZ b.H� x �* f ��g

lim
n→∞

f(xn) − f(x)
xn − x

= f ′(x) �= �

� �.' �*

lim
n→∞

f−�(yn) − f−�(y)
yn − y

= lim
n→∞

xn − x

f(xn) − f(x)
=

�

f ′(x)

2*�> F	�m ���� &� �	�H� b��S �	 �� f ′(x) < �F��6 2(f−�)′(y) = �
f ′(x) UZ

3�> &� p39 f ′(x) �= � ��4 �* (�,∞) ,:?�	 �* f(x) = x� \	�� 2� T�`���2�
2Py = x�O F<� g(y) =

√
y \	�� J�� )�f��

g′(y) = �
f ′(x) = �

�x
= �

�
√

y

3 � > & � p39 f ′(x) �= � ��4 �* (−π
�
, π
�
) ,:?� 	 �* y = sin x \ 	� � 2� T� ` �

UZ F<� g(y) = sin−� y \	�� J:?�	 
�� �* �� )�f��

g′(y) =
�

f ′(x)
=

�

cosx
=

�√
�− sin� x

=
�√
�− y�

� 34�	 I ,:?�	 �* x ?� ��YZ b.H� &�	�� y :�D �� �> 3�> &� ���	 ��2� ,��CX
� F<� y ?� ��YZ b.H� &�	�� q�' x :�;'� Jy′ �= �

dx

dy
=

�
dy
dx



�	�) *�+� �, ��� �dd

�'d�6 &'��� Q���"�

��YZ b.H� I �	 q�' f ′ � 34�	 ��YZ b.H� I ,:?�	 �	 f 3��> t�1 ���
�� ��2�
$�5.H� b��S 
�3	 +���' &� f !�* b.H� �� �� � :*�* ��H' f ′′ �	 �� f ′ b.H� 34�	
�	 �� !� n ,�(��� b.H� Jn &��(S *3� �� ,�?� �	 3'�4 &� ����� ��W�	 7����
E�1 \	�� *�= &��� !��#9 ,�(��� b.H� �� f (�) � *�* +����= ��H' f (n) F�I�

23��>
8� �* f (n−�) 3��	 34�	 *�N�� c 3�'�� ,��e5' �* f (n) �> 
�� ,��	 &A> ��S �	
�� �3.	� c �> &���9 �*O 34�	 ��YZ b.H� c �* f (n−�) � 34�	 *�N�� c &;��B��
*�N� &��� ,��YZ b.H� ?� ��x�� 34�	 :34 ����� �� �* f �> 34�	 ,�:?�	 ,�".'�
234�	 ��YZ b.H� c &;��B�� 8� �* f (n−�) 3��	 
�� �	 ��	 PF<� �1�S 8� $�5.H�
Q���� ��A�� ,��CX �	 �> �� 
�;'��� ��35� ,��CX ?� ,�;�* +���� _/	 
�� �*
3�g � 	 \ 	� � 8� 7��5 � J��A � � ,��CX +"� Q�3�� ?� &f� +��* &� �u��� F<�
E�1 F<� �	��	 \	�� $�5.H� �	 �� $�5.H� �e5' 8� �* �> F<� &���,��A�N
$��9 �* 34�	 a &f�*q' �* ,��e5' x � 34�	 !�A�� a ,�e5' �* f \	�� ��35� 3��>
J
�; '� � � ��35� ,��CX � 	 � � 	 J(x, a) ,:?� 	 � � (a, x) ,:?� 	 �* f ,��Y Z b.H�

�> F<� *�N�� c ∈ (a, x)

f(x) = f(a) + f ′(c)(x − a) P��O

&( �� 5 � ��35 � ,� .BN �* :� D�� F<� f(a) � 	�� 	 f(x) &( �� 5 � ��35 � UZ

�� �* *�4 &� *�"�H�Z f(a) + f ′(a)(x − a) $��(� +�4�	 f(x) ,��	 ,�.(<���
,�(��� ?� ��A�� ,��CX �� T���< �<�Z ~ F<� :*�.1� p�#�� �e= ��q�� �g ]�/.'�

[3�> &� ���	 ��? $��9 �	 J!�*
�	 F<� *�N�� c ∈ (a, x) :�;'� 34�	 *�N�� (a, x) �* f ′′ � �.<��Z [a, x] �* f ′ :�D��

�> ,��S

f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) +
�

�!
f ′′(c)(x − a)� P��O

*�N�� c ∈ (a, x) :�;'� 34�	 *�N�� (a, x) �* f ′′′ � �.<��Z [a, x] �* f ′′ :�D �� �
�> ,��S �	 F<�

f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) +
�

�!
f ′′(a)(x − a)� +

�

�!
f ′′′(c)(x − a)� P��O



�d�

� � � J� ,�( ��� ?� �� A � � ,��CX � 	 7� �� � � 	 P��O � P��O JP��O @	�� �
23�.B� Q����

2F<� f(a) *�= Ja &f�*q' �* f 7��5� 
���� �> 3�* &� ��H' P��O ,�e	��
a Q��S� �* f ,��	 7��5� 
��."	 a �* )��� @= �> 3�* &� ��H' P��O ,�e	��

2F<�
��? &�"< Ja &;��B�� �* f \	�� �	 &�"< 
��.f�*q' 3�* &� ��H' P��O ,�e	��

2F<�

g(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) +
�

�!
f ′′(a)(x − a)�

a �* �� !�* � T�� ,�(��� $�5.H� � �.4YD (a, f(a)) �e5' ?� �> &�"< �� &���
b.H� f �> �(��� �� �� 3'��� &� p�1 3'� � 34�	 \	�� !�* � T�� ,�(��� $�5.H� �	��	
\	�� 8� 7��5� J��A�� ,��CX F#D ���� &� �9I= ��S �	 3�> �3�Z ���*� 34�	 ��YZ
34�	 \	�� *�= $�5.H� �	��	 ���� $�#.H� �> F<� &���,��A�N 3�g �	 ��YZ b.H�
?� J*? 7��5� ,�;�* ,��$��9 �	 ���� &� �� f 34�	 �.<��Z @51 f �> &���9 �*

234 3���= }�e� ,3�	 ,��0-1 �* �> F<� )��.4���� 7��5� ,��CX �A�N
&��(S *3� n � :*�	 [a, x] �	 &5�56 &�	�� f +��> E�1 P��A��O ����� ��2�
$��9 
�� �* 234� 	 *�N�� (a, x) � 	 f (n) � 34� 	 � .<� � Z [a, x] � 	 f (n−�) 34� 	

�> ,��S �	 F<� *�N�� c ∈ (a, x) 3�'�� ,��e5'

f(x) =
n−�∑
k=�

�

k!
f (k)(a)(x − a)k +

�

n!
f (n)(c)(x − a)n P�cO

�* �A�N 
��=� 2F<� 
�;'��� ��35� ,��CX ���� n = � ,�?� �	 ��CX 
��
,�����> 
.B'�* �	 2+�'��= :3'�� �� �� � :*�* ��H' Rn(x) �	 �� P�cO F<�� F�<

2*? 
��/� �� �e= ��q�� ���� &� |f (n)(x)|
3��* ���X 2����	

g(t) =
n−�∑
k=�

�

k!
f (k)(a)(t − a)k , a ≤ t ≤ x

�	 �> 34�	 ,*3� A +��> E�1

f(x) = g(x) + A(x − a)n P��O

+��> &� ����� ��? $��9 �	 [a, x] �	 �� h \	�� 34�	 :34 �����



�	�) *�+� �, ��� �d�

h(t) = f(t) − g(t) − A(t − a)n , a ≤ t ≤ x

�> ,��S � 	 F<� *�N�� c ∈ (a, x) 3� '� � ,��e5 ' J+ ��* ��H ' F<� &1� >
F<� ��? t��= ,���* h +��> &� �x6I� A = �

n!f
(n)(c)

h(a) = h′(a) = · · · = h(n−�)(a) = � P��O
h(n)(t) = f (n)(t) − n!A , (a < t < x)

h(x) = �

c� ∈ (a, x) 3�'�� ,��e5' 
�;'��� ��35� ,��CX �	 ��	 Jh(a) = h(x) = � ��g
� �. ' b��S 
��� �	 2h′(a) = � ��g Jh′(c�) = � �> ,��S �	 F<� *�N��
?� UZ Jh′′(c�) = � �> ,��S �	 F<� *�N�� c� ∈ (a, c�) 3�'�� ,��e5' +���D&�
h(n)(cn) = � �> ,��S �	 +��> &� �3�Z cn ∈ (a, cn−�) 3�'�� ,��e5' �A6�� n

f (n)(cn) = n!A��
,�?� �	 :�;'� J34�	 ��YZ b.H� ,�(��� �� ?� f \	�� :�D �� ������ �
 !"�"

Jn 3�'�� &��(S *3� ��

f(x) =
n−�∑
k=�

�

k!
f (k)(a)(x − a)k +

�

n!
f (n)(cn)(x − a)n , cn ∈ (a, x)

+��* ��H' Rn(x) �	 �� !�* ,�A�N � Sn(x) �	 �� T�� ,�A�N p�1 ,�e	�� �* �D�
F4�* +����= Rn(x) → � �> &���9 �* :�;'�

f(x) =
∞∑
�

�

k!
f (k)(a)(x − a)k P��O

Ja = � �> &���9 �* *�4 &� :3���' a ,�e5' �* f \	�� ��A�� ,�< Jp�1 ,�<

f(x) =
∞∑

k=�

�

k!
f (k)(�)(x)k P�dO

P�dO � P��O &A> ��S �	 F<� Q���� f \	�� ���A>�� ,�< �	 P�dO ,�e	��
&A��f� 7��e� 2F<� ��(.�� ,���* 3�4�	 ��;�� !�* Q�S ,��,�< �> x �� ,�?� �	

234 3���= }�e� \	��� ,��,�< hL(� �* ,3�	 ,��0-1 �*
F<* � 	 ��� A>� � ,�< � 	 �� ln (�+ x) Jsin x Jcosx Jex \	�� � @B	 2� 
��� �

23����



�d�

3��* ��H' ��A�� ,��CX ?� :*�#.<� �	 2� 
����

i) cosx > �− x�

�
, x ∈ R

ii) x − x�

�!
≤ sin x ≤ x , x ≥ �

F���' ���J I,- �6 U,�8�� � U,=<-�� ?��3'

,���* [a, b] ,:?� 	 & '��* ,�e5 ' 8� �* f :� D � � � > + �3 �* �d2� ,� �CX �*
�#9 �	��	 b.H� J,��YZ b.H� ��4 �	 J�e5' �� �* :�;'� 34�	 +����� �� +��q>��
��k� f ′(c) = � Jc 3�'�� ,��e5' �* F<� 
f�� &��� FB�' ���X�	 7Ae� Uf� F<�
7���� $�5.H� ?� �� �* �> ��? ,��CX 34�	 +����� �' � 34�	 +��q>�� �' �e5' ��

2F<� 3�#� *��� 
�� �* :34 :*�#.<� ��W�	
�	 J34�	 ��YZ b.H� �(��� n J(a, b) �* f \	�� � Jn > � 3��> E�1 ����� �c2�

Jc ∈ (a, b) 3�'�� ,��e5' �* :�I�
f ′(c) = f ′′(c) = · · · = f (n−�)(c) = � , f (n)(c) �= �

[ :�;'� 34�	 ^�? n �D� $��9 
�� �*
2F<� &�%�� +����� 8� ,���* c �* f \	�� f (n)(c) > � �> &���9 �* P�O

2F<� &�%�� +��q>�� 8� ,���* c �* f \	�� f (n)(c) < � �> &���9 �* P]O
2F<� +����� �' � F<� +��q>�� �' c 34�	 *�1 n �D� ��k�
2f (n)(c) > � � 34�	 ^�? n 3��> E�1 �3.	� 2����	

8� 
�� �	 �� 	 P�2�O 3�> &� *��9 c �* f (n−�)(t) \	�� UZ Jf (n)(c) > � ��g
�� �* �> F<� *�N�� c &;��B��

α < c < β =⇒ f (n−�)(α) < f (n−�)(c) < f (n−�)(β)
=⇒ f (n−�)(α) < � < f (n−�)(β)

+���* &;��B�� �� �� x �� ,�?� �	 J(n − �) ,�(��� �� ��A�� ,��CX �	 ��	 T�6

f(x) − f(c) =
�

(n − �)!
f (n−�)(x�)(x − c)n−� P��O

2F<� c � x 
�	 ,��e5' x� �� �* �>
&���9 �*� f(x) > f(c) UZ F<� F(`� P��O �* �g Q�S Jx > c �> &���9 �*
f(c) 
�� �	 ��	 2f(x) > f(c) UZ F<� F(`� P��O �* �g Q�S +� ?�	 x < c �>

2F<� &�%�� +����� 8�



�	�) *�+� �, ��� �d�

2*�4 &� F	�m �	�H� b��S �	 P]O F��6
f(c) UZ FB�' F	�m P��O �* �g F�< $��(� F�I� 34�	 *�1 n �> &���9 �*

234�	 +����� �� +��q>�� 3'��� &�'

�F�
�6 [6��' G� ��� !�"�

2+�*�> ����� ,��*�	 \	��� ,��	 � �.'�* � ,�.� ,���C1 �* �� 36 !�"#� �2� �*
2+�*�> &<��	 �� ,��*�	 \	��� t��= �d2� � �2� ,���CX �*

f b.H� J34�	 [a, b] �	 :34 ����� ,��*�	 \	�� f = (f�, . . . , fk) 3��>E�1
,�e	�� J+��> &� ����� �2� b	�e� �� c 3�'�� ,��e5' �*

f(x) − f(c)
x − c

= (
f�(x) − f�(c)

x − c
, . . . ,

fk(x) − fk(c)
x − c

)

23�>&� F	�m �� ��? ,��CX
�* f = (f�, . . . , fk) ,��*� 	 \ 	� � �� ,�� 	 & 1� > � !?W ��4 �� �� � ��2�
b.H� �e5' �� �* fk J. . . Jf� Jf� \	��� �> F<� �� 34�	 ��YZ b.H� c 3�'�� ,��e5'

$��9 
�� �* 3�4�	 ��YZ
f ′(c) = (f ′

�
(c), . . . , f ′

k(c))

2F<� q�' �.<��Z ��YZ b.H� ,��*�	 \	�� �� �> 3�* &� ��H' p�1 ,��CX
,��*�	 \	��� g = (g�, g�, . . . , gk) � f = (f�, . . . , fk) +��> E�1 ����� ��2�

� 3�4�	 I ,:?�	 �	 ��YZ b.H�
f.g =

∑k
i=� fi(x)gi(x) ( ,*3� ]�%)

+��> ����� ��? $��9 �	 �� f × g Jk ≤ � �> &���9 �*
f × g = (f�g� − g�f�, f�g� − g�f�, f�g� − f�g�) ( ,��*�	 ]�%)

$��9 
�� �*
(f + g)′ = f ′ + g′ P�O

F<� F	�m 8� α J(αf)′ = αf ′ P]O
(f · g)′ = f ′ · g + f · g′ P�O

(f × g)′ = f ′ × g + f × g′ P$O
23�> &� F	�m �� !�f6� c2� ,��CX ?� � �f� ,:*�#.<� 2����	

f(x) = f�(x) + if�(x) $��9 �	 \	��� &��� @A./� \	��� ,��	 b.H� �����
2F<� ���X�	 ��? ,�e	�� \	��� 
��g ,��	 � F<� ,��*�	 \	��� b	�e�

f ′(x) = f ′
�
(x) + if ′

�
(x)



�d�

P�O ,�N �	 \	��� 
�� ,��	 F<� ���X�	 @A./� \	��� ,��	 ��2� �	�H� ,��CX
23���;	 �x' �* �� @A./� \	��� ]�% P$O �

\	��� �* T�.�Z�� ,:3��X &��� J�� +"� ,� �.' � 
�;'��� ��35� ,��CX ��k�
@A./� \	��� ,��	 �� T�.�Z�� ,:3��X ?� &���9 FB�' ���X�	 @A./� \	��� �� ,��*�	

23��> �N�� ��? ,��T�`� �	 �3.	� 2*�> +����= ���	
����� ��2�

+��> &� ����� &5�56 *3� �� ,�?� �	 P�
f(x) = (sin x, cos x)

� F<� ��YZ b.H� [�,�π] �* f \	��
f(�π) − f(�) = (�,�) − (�,�) = (�,�)

f ′(x) = (cosx,− sinx)

,�e	�� UZ J|f ′(x)| = � ��g
f(�π) − f(�) = f ′(x) × �π

\	�� � ,�� 	 
�;'� �� ��35� ��CX � �. '�* FB�' ��� X� 	 ,� x G�� ,�?� � 	
2FB�' ���X�	 q�' @A./�

P F<� :34 )�(.X� 
�*�� &%��� q���'� ]�.> ?� T�`� 
��O P�
+��> &� ����� ��? $��9 �	 �� (�,�) �	 g � f \	���

f(x) = x

g(x) = x + x�(cos �
x�

+ i sin �
x�

) = x + x�ei/x�

� �.'�* Jlimx→� xei/x� = �UZ |eit| = � Jt &5�56 *3� ,�?� �	

lim
x→�

f(x)
g(x)

= lim
x→�

�

�+ xei/x�
= � P��O

+���* ��k�

g′(x) = �+ (�x − �

x
i)ei/x� , � < x < �

UZ

|g′(x)| ≥ |�x − �

x
i| − � = �

√
x� +

�

x�
− � >

�

x
− � =

�− x

x



�	�) *�+� �, ��� �dc


�� �	 ��	

|f
′(x)

g′(x)
| =

�

g′(x)
<

x

�− x

� �.' �* �

lim
x→�

f ′(x)
g′(x)

= � P��O

\	��� �* T�.�Z�� ,:3��X �> +��> &� �x6I� P��O � P��O ,�e	�� �	 �N�� �	
,��CX �	 � F<� 
�;'��� ��35� ,��CX �	�H� ��? ,��CX 2FB�' ���X�	 @A./�

2F<� Q���� ,��*�	 \	��� �* 
�;'��� ��35�
(a, b) �	 ��YZ b.H� � [a, b] �	 �.<��Z ,��*�	 \	�� f +��> E�1 ����� �d2�

�> ,��S �	 F<� *�N�� c ∈ (a, b) 3�'�� ,��e5' $��9 
�� �* J34�	
|f(b) − f(a)| ≤ |f ′(c)|(b − a)

,�e	�% � 	 [a, b] � 	 ϕ \	� � � +��* &� ��H' A �	 �� f(b) − f(a) ��*� 	 2���� 	
b.H� (a, b) �	 � �.<��Z [a, b] �	 ϕ &5�56 \	�� J+��> &� ����� ϕ(x) = f(x).A

c ∈ (a, b) 3�'�� ,��e5' UZ JF<� ���X�	 
�;'��� ��35� @���4 &��� F<� ��YZ
�> ,��S �	 F<� *�N��

ϕ(b) − ϕ(a) = ϕ′(c)(b − a) = f ′(c).A(b − a)

F4�' ���� &� Jϕ ����� �	 ��	
ϕ(b) − ϕ(a) = f(b).A − f(a).A = A.A = |A|�

J(A.B ≤ |A||B|) q����4 a &4�> ,��B��' �	 �N�� �	 T�6
|A|� = f ′(c).A(b − a) ≤ |f ′(c)||A|(b − a)

�� �
|A| ≤ |f ′(c)|(b − a)

\	��� �* T�.�Z�� ,:3��X �	 �> F<� T�.�Z�� ,:3��X ?� ,�� �.' ��? ,��CX
2F<� Q���� @A./�

� 3�4�	 (a, b) �	 ,��YZ b.H� @A./� \	��� g � f +��> E�1 ����� ��2�

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = �

:�;'� JB �= � Jlimx→a+ g′(x) = B � limx→a+ f ′(x) = A �D� $��9 
�� �*

lim
x→a+

f(x)
g(x)

=
A

B



�d�

JB = B�+ iB� � A = A�+ iA� Jg = g�+ ig� Jf = f�+ if� 3��>E�1 2����	
:�;'� Jx → a+ �D� $��9 
�� �*

f�, f�, g�, g� → �

�
f ′
�
→ A�, f ′

�
→ A�, g′

�
→ B�, g

′
�
→ B�

*�4 &� � �.' J&����� � &5�56 ,��F�BX ,��	 T�.�Z�� ,:3��X �	 ��	

lim
x→a+

f(x)
x − a

= lim
x→a+

(
f�(x)
x − a

+ i
f�(x)
x − a

) = A� + iA� = A

UZ Jlimx→a+
g(x)
x−a = B b��S 
��� �	

lim
x→a+

f(x)
g(x)

= lim
x→a+

f(x)
x−a

g(x)
x−a

=
A

B


���� ��2�

� 34�	 &���/�* &��(S *3� n 3��> E�1 P�
fn(x) = |x|�+ �

n

23�	��	 �� f ′
n � F<� ��YZ b.H� R �* fn �� 3��* ��H'

+��> &� ����� ��? $��9 �	 �� f \	�� P�

f(x) =
{

sin π
�
x , x ∈ Q

(x − �)� + � , x �∈ Q

~F<� ��YZ b.H� � �.<��Z &S�5' �g �* f

c ∈ (a, b) � 34�	 :34 ����� f : (a, b) → R +��> E�1 P�
limh→�

f(c+h)−f(c−h)
�h

= A :�;'� Jf ′(c) = A :�D�� P�O
34�	 *�N�� p�1 36 &�� 34�(' ��YZ b.H� c �* �> 3��> �3�Z ���g �� f P]O

,�?� �	 3��* ��H' f(a) = f(b) = � � 34�	 ��YZ b.H� [a, b] �	 f 3��>E�1 P�
�> ,��S �	 F<� *�N�� c ∈ (a, b) 3�'�� ,*3� Jλ ��

f ′(c) = λf(c)

3��* ��H' 34�	 ��YZ b.H� c ∈ (a, b) �* Wr ��.6� qN �	 (a, b) �* f 3��>E�1 P�
2F<� A �	��	 � *�N�� f ′(c) :�;'� J(A ∈ R) limx→c f ′(x) = A :�D��



�	�) *�+� �, ��� �d�

E�1 q�' � 34�	 ��YZ b.H� f \	�� Jc ,�e5' &;��B��8� �* 3��>E�1 Pc
3��* ��H' J34�	 *�N�� f ′′(c) 3��>

limh→�
f(c+h)+f(c−h)−�f(c)

h�
= f ′′(c)

234�	 *�N�� p�1 36 &�� 34�(' *�N�� f ′′(c) �> 3��> �3�Z ���g �� f

3��* ��H' 34�	 (a, b) �* ��YZ b.H� &5�56 \	�� f 3��> E�1 P�
f ′′ �e5 ' �� �* :� D�� 34� 	 ,*��9 f ′ �D� @51 � �D� F<� ]3L� f P�O

3��* ��H' 34�	 *�N��
f ′′ ≥ � �D� @51 � �D� F<� ]3L� f P]O
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